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O clasa importanta de probleme se refera la rezolvarea ecuatiilor folosind
unele proprietati ale functiilor. Vom trece in revista in continuare cateva idei
legate de aceasta tema.

1. Folosirea monotoniei

Py. Fie f,g: D — R, D CR gi ecuatia f (x) = g (z). Daca una dintre
functii este strict crescatoare si cealaltd este strict descrescatoare, sau invers,
atunci ecuatia are cel mult o solutie.

Daca, in plus, ezista xog € D astfel incdt f (xg) = g (xo) atunci zo este
singura solutie a ecuatier.

In particular, daci functia f este strict monotona gi g este constanta,
atunci ecuatia are cel mult o solutie.

2. Folosirea inversabilitatii

P,. Daca functia f : A — B este inversabila, A, B C R, atunci Gy si
G -1 sunt simetrice fata de prima bisectoare a azelor de coordonate (G este
graficul functiei f).

Ps. Daca A,B C R gi functia f : A — B este inversabila gi (strict)
crescdtoare, atunci ecuatiile f (z) = f~' (z) si f () = = sunt echivalente.

Deoarece aceasta ultima proprietate este mai putin evidenta, schitam
si o scurta demonstratie:

- dacd f(zo) = w0, atunci f~'(z0) = f~(f(20)) = w0 = f(20);

- daci f(wg) > x atunci f~1(zo) < f71(f(w0)) = w0 < f(wo), iar daci
f(@o) < wo atunci f~1 (o) > f~(f(x0)) = o > f(w0), deci daca f(zo) # w0,
atunci f~'(z) # f (o).

Prin urmare, daca f este inversabila si strict crescatoare, atunci pentru
a rezolva ecuatia f (r) = f~! (z) este suficient s& rezolvim ecuatia f (z) = z.

Sa mai remarcam gi cd, dacd renuntam la conditia de functie crescatoare,
proprietatea nu mai ramane adevarata: functia f: R — R, f(z) = —xz este
egald cu propria inversd, deci ecuatia f(x) = f~!(x) are ca solutie orice
numar real, dar ecuatia f(z) = x are doar solutia z = 0.

3. Folosirea convexitatii/concavitatii

Py. Fie functiile f,g: I — R. Dacd f este convexd si g concavad pe I,
cel putin una dintre relatii fiind stricta, sau invers, ecualia f (x) = g (x) are
cel mult doua solutii pe I.

Intr-adevir, dacd, de exemplu, f este strict convexa gi g este concava
iar f(a) = g(a) si f(b) = g(b), a < b, atunci:

- pentru 1 € (a,b) exista t; € (0,1) astfel incat x1 = (1 — t1)a + 1,
deci f(z1) < (L —1t1)f(a) + t1f(b) = (1 —t1)g(a) + t19(b) < g(x1), de unde

f(z1) < g(x1);
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astfel incat b = (1 — ta2)a + toxo,

- pentru xo > b exista to € (0,1)
b) = g(b) > (1 —ta2)g(a) + tag(z2), de unde

deci (1 — t2) f(a) + taf(z2) > f(
fx2) > g(x2);

- cazul z3 < a se trateaza analog cu cel precedent, rezultand f(z3) >
g(x3).

Sa mai remarcam si ca, daca functiile au acelasi tip de convexitate, pot
exista mai mult de doua solutii. De exemplu, ecuatia
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are solutile x1 = 3 T2 = dar si solutia x3 a ecuatiei log1 = = x.
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4. Folosirea inegalitatilor
Pentru unele ecuatii se pot folosi cazurile de egalitate ale unor inegalitati
remarcabile.

Aplicatii
1. (Gazeta Matematica) Fie f : R — R cu proprietatea ca, pentru orice
x € R,

/2014 + f(2%) + /2015 + f (22) = /2016 — f (2%) + /2017 — f (2).

Aratati ca functia f nu este injectiva.

Solutie. Observam, inspectand graficele functiilor date prin f () =z
si fo(r) = 2%, Vo € R, ca ecuatia 22 = 2% are doud solutii: x; = 2, x5 €
(—1,0). Apoi, daca f1 (z) = f2 () = «, atunci

72014 + o + V2015 + a = /2016 — o + V2017 — a.
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Membrul stang este functie strict crescatoare in «, iar membrul drept este
functie strict descrescatoare i o« = 1 este solutie. Prin urmare o = 1 este
singura solutie a ecuatiei. Rezulta f (x1) = f (z2) = 1, deci f nu este injec-
tiva.

2. (Supliment Gazeta Matematica) Aflati numerele reale nenule x pen-
tru care
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2016%° 1 + 201625 ! = 4032.

Solutie. Trebuie x > 0. In acest caz, din inegalitatea mediilor obtinem

201671 + 201627 ! > 21/2016°" 552 > 21/20162V4-2 = 4032.

4
Egalitatea se obtine atunci cand z3 — 1 = — — 1, adica x = 2.
x

3. (Gazeta Matematica) Fie a,b € (1,00). Sa se rezolve ecuatia

>:4(a+b)2.

(a"”+bi + ( a+b)x+”1”) : (b”%ai + (\/m)”



Solugie. Trebuie x > 0, deoarece in caz contrar membrul stang este mai
mic decat (1+14+1)(1+1+1) =9, pe cand cel drept este cel putin 16. In

acest caz, din x + — > 2 obtinem succesiv
x

T+ z4+1
<a2+bi + (\/a—l—b) “”> : <bx+ai + <\/a+b> ””)
> (0" 467+ (a+0)) - (4" + 0¥ + (a+ b))
= (ab)™ + (ab)7 +a™s + "7 + (a +b)(a” +av + b7 +br) + (a + b)>2
> 2(Vab)™ s + a® + b2 + (a + b)(2a + 2b) + (a + b)% > 4 (a + b)>.

Egalitatea are loc pentru = = % >0, adicaxz =1
4. (Gazeta Matematica) Sa se rezolve in R ecuatia:

g 303 3rtly g2.37 = g2 4 g 3,
Solutie. Pentru x # +£+/3 si x # 0, ecuatia se scrie
331 3r—1

+ =

2 -3 x

0. (1)

t

Dar 31 > 0,Vt # 0, deci (1) nu are solutie. Astfel, —v/3,+/3,0 sunt
singurele solutii ale ecuatiei.

5. (Gazeta Matematica) Rezolvati ecuatia 1 4 2'°832 = 2,2 € R.

Solutie. Observam ca trebuie x > 1. Apoi a = logg2 € (0,1), iar
ecuatia se scrie z%(z{1 — a) — 1) = 1. Deoarece a > 0, 1 —a > 0 si z > 1,
functiile z + x% si  — 2'~% — 1 sunt strict crescitoare si pozitive, deci
produsul lor este o functie strict crescatoare. Astfel, x = 3 este unica solutie
a ecuatiei.

6. (Gazeta Matematica) Rezolvati in R ecuatia

16% 4 48% + 45" + 50" = 32" + 36 + 75" 4 20”.
Solutie. Fie a = 2%,b = 3%, ¢ = 5%. Atunci ecuatia este a* + a*b+ b%c +
ac® = a® + a®b? 4 bc® + a’c, sau
(aQ—C)(b—a)(b—l—a—aQ—c):O.
a?—c=0=4"=5"= ($)"=1=2=0
b—a=0=3"=2"=2=0
b+a—a®—c=0=2"+43" = 4% 4 57| : 47

) ) e ) o

Deci, x = 0 este unica solutie a ecuatiei.



7. (Olimpiada Liceelor Maghiare din Europa) Rezolvati in R ecuatia

64log3x — 332 . 810g3 T _ 810g3 T

Solutie. Din conditia de existentd a logaritmilor obtinem x > 0. Prin
impértirea ecuatiei cu 883 se obtine ecuatia 8°83% = 22 —1. Fie logsz =a,
de unde 3%¢ — 1 = 8%, sau 9 = 8% + 1. Prin impartire cu 8* obtinem
(%)a =1+ (%)a cu singura solutie a = 1, prin urmare x = 3 este unica
solutie a ecuatiei.

8. Determinati perechile (z,y) de numere intregi pentru care

2% +loggz = y? 51 2Y + logg y = 22

Olimpiada Nationald de Matematica, etapa judeteana 2017

Solutie. Se obtine egalitatea 2% + loggx + 2 = 2Y + logsy + v? si,
cum functia f : (0,00) = R, f(x) = 2% + logs = + o2 este strict crescitoare,
deci injectivad, deducem ci x = y. Pentru a rezolva ecuatia 2% + logs v = 22
observam ca 1, 2 gi 4 nu sunt solutii, iar 3 este solutie. Dar, pentru = > 5,
z € N avem 2° > z?, prin urmare = 3 este singura solutie a ecuatiei.
Obtinem (3, 3) solutia sistemului.

9. (Gazeta Matematica) Determinati numerele reale x,y, z,t pentru
care

i T e e A R TL N N R

Solutie. Din inegalitatea Cauchy-Schwarz obtinem

(B + 2+ 224+ 82) (@ gt A+ ) > (P P+ P+ 8)°

Relatiile date arata directa proportionalitate a cvadrupletelor (x,y, z, t)
si (mQ,yQ,ZQ,tQ), prin urmare 2 = ar, y2 = ay, 22 = az, t? = at. Rezulti
23 = az? i analoagele, de unde x = y = z =t = 0 sau a = 1. In primul
caz obtinem solutia (0,0, 0,0), iar in al doilea caz obtinem solutii in care care
cateva necunoscute sunt 0, iar celelalte 1 — in total, 16 solutii.

10. (Olimpiada Liceelor Maghiare din Europa) Sa se rezolve in multi-
mea numerelor reale pozitive ecuatia

gletl | 93,7 — 12
Solutie. Scriem pe 24*+1 sub forma 2%* + 2% i din inegalitatea mediilor

obtinem 3 \3/ 987+ 5.2 < 12. Dar 833—1—# >6 < (20 —1)? (4z + 1) > 0 pentru

x > 0, cu egalitate pentru x = % Prin urmare solutia ecuatiei este z = +
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11. (Gazeta Matematica) Sa se rezolve in R ecuatia

VI + Yz = Vr+1023.
Solutie. Din existenta radicalului obtinem x > 0. Cum 0 nu este solutie,
impirtind ecuatia cu ¥z obtinem v22 4+ Va7 = /1 + %. Cum functia
0 <z~ fz) = Va2+ Va7 este strict crescitoare si functia 0 < = —



g(x)= YW1+ I%ﬁ este strict descrescitoare obtinem ca ecuatia are cel mult

o solutie, dar x = 1 verifica ecuatia. Prin urmare, x = 1 este singura solutie
a ecuatiei.

12. (Gazeta Matematica) Sa se determine numerele z,y € (1, 00) pen-
tru care

logy, = +1gy + logs, 2 + log,, 5 = 2.
Solutie. Ecuatia se scrie

logy x logy y 1 logy 5 _
1+logsy 1+41logyd  logyb+logyxr  logyx +logey

sau, cu notatiile a = logy x,b = log, y, ¢ = log, 5,

a+b+1+c_
14b 14¢ c4+a a+b

Din inegalitatea lui Cauchy-Schwarz avem

a? b2 1 2 (a+b+c+1)°
- - + >
at+ab b+bc cH+a ac+bec” 2bc+ab+ac+2a+b+c

& dbe+2ab+2ca+2 (2a+b+c) = a* +b?+ 2 +2(ab+be+cata+bte)+1

<:>(a—1)2+(b—c)2 <0, prinurmare a =1sgib=c,deciz =2sgiy=5—
solutia ecuatiei.

13. (Gazeta Matematici) Sa se rezolve in multimea R ecuatia 922 —
27Tz +19 = %sin .

Solutie. Functia f : R — R, f(z) = 922 — 27z + 19 — %Sil’lﬂ'l‘ este
convexa!) (f"(z) > 0,Vz € R), deci ecuatia are cel mult dous solutii. Cum
f (%) =f (%) = 0, acestea sunt solutiile cautate.

14. (Gazeta Matematicd) Rezolvati ecuatia 4* = logy . + v/x — 1 + 14.

Solugie. Consideram functia f : [1,00) — R, f(z) = 4% — logyz —
V& —1 — 14 care este strict convexa, fiind o suma de functii strict convexe
si o constantd (logy, si 4/ sunt strict concave, deci opusele lor sunt strict
convexe). Aratam ca ecuatia f (x) = 0 are cel mult o radacina.

Avem f (1) = —10 < 0. Presupunem, prin absurd, ca exista xj,z9 €
[1,00) cu 1 < @1 < 3 81 f(x1) = f(x2) = 0. Atunci exista t € (0,1)
astfel incat x1 = (1 —t) -1+t -xo, deci f(z1) < (1 —1¢) - f(1)+1t- f(x2) =
—10(1 —t) < 0, contradictie cu f(z;) = 0. Cum f(2) = 0, ecuatia are
solutia unica z = 2.

15. Rezolvati ecuatia 22z — 1 = 2% + 1.

Dyn argument ,mai elementar” egueaza, deoarece atat membrul stang, cat si membrul

drept corespund unor functii convexe pe intervalul (1,2)



Solutie. Consideram functia f : R — R, f(z) = v/2x — 1. Pentru
x,y € R avem

3
. 1
y:\3/23:—1<:)2:1:—1:y3<:)x:y; ,

deci ecuatia f(z) = y (cu necunoscuta z) are, pentru orice y € R, solutie

unicd. Aceasta arata ca functia este inversabila si inversa ei este data de

341

Y — , ¥ € R. Cum f este strict crescatoare si ecuatia initiala se scrie

f(x) = f~Y(x), ea este echivalentd cu f(z) = x, adicd 2 — 2z + 1 = 0, sau
-1++5
5
16. Aritati ci ecuatia logs (1 + ¢/7) = (3* — 1)* are doui solutii pe
multimea [0, c0).
Solutie. Fie functia f : (—1,00) = R, f(z) = logs (1 + /z). Pentru
y € Rsix € (—1,00), ecuatia f(z) = y are solutia unica z = (3¥ — 1)3. Prin
urmare, functia f este inversabild si f~!(y) = (3¥ — 1), y € R. Dar functia
f este strict crescitoare, deci ecuatia data, care se scrie f(x) = f~1(x), este
echivalenta cu ecuatia f(x) = z, adica logs (1 4+ /x) = z, sau
1+ Vx =3 (2)
Consideram functiile g, h: R — R, g(x) = 1+ /z, h(z) = 3*. Functia g
este concava iar functia h este convexa, prin urmare ecuatia (1) are cel mult
doua solutii. O solutie a ecuatiei (2) este z = 0. Aratam ca g (%) > h (%),

care este echivalenta cu 1 + 3%/5 > V3 < 3 < Y9+ /3 care este adeviirati.

Cum ¢ este concava sgi f convexa, reiese ca ecuatia (2) mai are o solutie
pe intervalul (0, %) Prin urmare ecuatia (2) are doua solutii: z; = 0 si
T2 € (0, %), care sunt si solutii ale ecuatiei initiale.

(x —1)(z2+ 2 —1) =0, cu solutiile 1 = 1, 793 =



