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Problema 1. Pe o tabla sunt scrise toate numerele naturale formate doar cu cifre de 9 care au cel mult
30 de cifre, adica 9,99, 999, ....99 ...999. Notam cu S suma lor.

30 cifre
a) Determinati suma cifrelor numarului S.
b) Demonstrati ci orice numir scris pe tabli este mai mic decat 1 + 2 + 22 + -+ + 2%,
¢) Alina sterge de pe tabld citeva numere si calculeaza suma lor. Poate alege Mihai cateva numere
din cele ramase pe tabla pentru a obtine aceeasi suma cu Alina?

Barem de corectare.
a) S=94+ 994+ 9994+ ...4+99..999 =10+ 102+ 103 +--+103°—-30

30cifre
=111..10—30=111...1080 (5p)
30 cifre 28 cifre

Suma cifrelor numarului S este 36. (2p)
b) 2A—A=2+224.- 42942100 _1_2_-224..-29=210_1 ynde A=1+
2+ 2%+ -+ 2% 4.5p)

Cel mai mare numir scris pe tabli este 99...999 = 103° — 1 (2p)
30 cifre

Dar 103% = (103)10 < (219)10 = 2190 deci 99...999 < A (2p)
30 cifre
) Fie x =99 ...999, unde n < 30, cel mai mare numar dintre cele alese de cei doi copii. Putem

ncifre
presupune ca el este ales de Alina , prin urmare suma Alinei e mai mare sau egala cu x.
Deoarece Mihai poate obtine cel mult suma 9+ 99 + 999 + ..+ 99..999 <10+ 100 + --- +

n—1cifre
10" ! < 111..1 0 < x, raspunsul e negativ.(7p)

n-1cifre

Problema 2. Se considera sirul 1,3,4,7,1,8, ..., unde orice termen, incepand cu al treilea, este egal cu
ultima cifra a sumei ultimilor doi termeni precedenti. Notdm S,, suma primilor n termeni ai sirului.
a) Aratati ca S,5 este patrat perfect.

b) Determinati numarul natural n, astfel incat S,, = 2026.

¢) Aratati ca oricare ar fi numarul natural nenul n, S;, nu poate avea ultimele patru cifre 2025.

Barem de corectare.
a) Calculand primii terment ai sirului:1,3,4,7,1,8,9,7,6,3,9,2,1,3, ...,se observa ca termenii sirului se
repetd din 12 1n 12. (4.5p)

Deoarece suma a 12 termeni consecutivieste 1 +3+4+74+1+8+94+7+6+3+9+
2 =60 avem Sys = 2-60 + 1 = 121 = 112 deci S,5 este pitrat perfect. (3p)

Fiecare problema se puncteaza de la 0 la 22.5 puncte si se acorda 10 puncte din oficiu
Orice alta rezolvare corectd se puncteaza corespunzator
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b) Grupam termenii sumei S, cate 12. Fie k numarul de grupe complete de cate 12 termeni. Atunci
S, = 60k + r, unde r reprezintd suma termenilor negrupati deci r < 60. (4p)

Deoarece 2026 = 60 - 33 + 46, avem k = 33 sir = 46.(2p)

Cum suma primilor 9 termeni este 46, mai avem 9 termeni, decin = 12 - 33 + 9 = 405.(2p)

¢) Daca numarul S,, s-ar termina in 2025, atunci u(S,,) = u(60k +r) = u(r) =5

Dintre sumele primilor cel mult 12 termeni (de la inceputul perioadei), singura care se termind in
cifraSeste1+3+4+7 =15,decir =15 (3p)

Astfel daca S,, = ... 2025, atunci 60k + 15 = ... 2025, deci 60k = ... 2010,

de unde 6k = ...201. (3p)

Dar 6k este numar par, deci nu se poate termina in 1; prin urmare, S,, nu se poate termina in 2025.(1p)

Problema 3. Fie a = 2%’ (22)3 - (2% 4+ 2 + 1)% — 2. Si se afle numerele naturale b si ¢ pentru
care a + 20 = 2.

Barem de corectare.

a=28:2%.72 -2 =194 (10p)

Deoarece c? este patrat perfect rezultid ci a + 27 = 194 + 2P este ptrat perfect. (4.5p)

Pentru b > 2, 194 + 2P = 194 + 4 - 2672 = 4(48 + 2P72) + 2 di restul 2 la impdrtirea cu 4, prin
urmare nu poate fi patrat perfect. Atunci b poate fi doar 0 sau 1.(5p)

Pentru b = 1 obtinem ¢ = 14. Iar pentru b = 0 obtinem c? = 195, care nu este patrat perfect. Deci
b=1,c=14.3p)

Problema 4. Pe cartonase de trei culori — rosu, albastru si verde — sunt scrise 31 de numere naturale
consecutive. Pentru fiecare numar se face impartirea la 3. Daca se obtine restul 0, numarul este scris
pe un cartonas rosu; dacd se obtine restul 1, pe un cartonas albastru; iar daca se obtine restul 2, pe un
cartonas verde. Maria ia toate cartonasele verzi. Ana alege una dintre celelalte doua culori si ia toate
cartonasele de acea culoare. Suma numerelor scrise pe cartonasele Anei este cu 2025 mai mare decat
suma numerelor scrise pe cartonasele Mariei.

Determinati cite cartonase are Ana si care este cel mai mic dintre cele 31 de numere.

Barem de corectare.

Resturile la impdrtirea cu 3 se repeta din 3 in 3, deci o culoare apare de 11 ori, iar celelalte doua de
10 ori. (6p)

Dacd Ana ar avea 10 cartonase, suma ei ar fi mai mica sau ar fi cel mult cu 20 mai mare decét suma
Mariei; deci Ana are 11 cartonase. (6p)

Fie a cel mai mic dintre numere. Suma numerelor de pe cartonasele Anei este a + (a + 3) + -+ +
(a+30) 3p)

Dacd Ana are cartonasele rosii atunci suma numerelor de pe cartonasele Mariei este (a + 2) + (a +
5) + -+ + (a + 29) deci obtinem a + 10 = 2025 de unde a = 2015 care nu convine deoarece 2015
este pe un cartonas verde. (3p)

Dacd Ana are cartonasele albastre atunci suma numerelor de pe cartonasele Mariei este (a + 1) +
(a+4)+ -+ (a+ 28) deci obtinem a + 20 = 2025 de unde a = 2005 care convine deoarece
este albastru. Deci cel mai mic dintre numere este 2005. (4.5p)

Fiecare problema se puncteaza de la 0 la 22.5 puncte si se acorda 10 puncte din oficiu
Orice alta rezolvare corectd se puncteaza corespunzator
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Se acorda 10 puncte din oficiu.

Problema 1. Fie numerele naturale a=10n+7 si b=14n+9. Sa se demonstreze ca cel mai mic multiplu
comun al numerelor a si b este produsul lor, pentru orice valoare a numarului natural n. (22,5p)
Barem de corectare.

[a,b]=ab daca si numai daca a si b sunt prime Intre ele ...........cccccevereieenenne 6p
Daca d este un divizor comun atuncid [a$id | D .ccoooeriinieiiniinieieiee 6p
Decid | 7a-5b, adic@ d |4 ...oooueieiieeeeeee e 6p
Deoarece d este impar, el poate fi doar 1, de unde rezulta concluzia ......... 4,5p

Problema 2. In jurul punctului O se considera unghiurile AOB, BOC, COD si DOA astfel
6-m(42COD)=7-m(£BOC), 10-m(£A0OB)=7-m(£A0D) si unghiul format de bisectoarele
unghiurilor AOD si BOC este alungit.

a) Demonstrati cd unghiurile AOB si COD sunt congruente.

b) Aflati masurile unghiurilor AOB, BOC, COD si DOA. (22,5p)

Barem de corectare.
a) Fie OM, respectiv ON bisectoarele unghiurilor AOD, respectiv BOC, deci

m(ZAOM)=m(Z£MOD) si m(ZBON)=m(ZNOC) ......ccccerrirriiaiieiieieeieeeee 3p
M(ZMON)ZTE0 ..ottt re e eaeesteeebee beesseesssessseesseeans 2p
m(42AO0B)+ m(ZA0OM) +m(£BON)= m(£COD)+ m(£MOD)+ m(ANOC) ........ 3p
Deci m(ZAOB)=M(ZCOD) ...coiiiiiiieiieee et e 2p

b) m(42AO0B)+m(zBOC)+m(4COD)+ m(ZAOD)=360° ......c.ccoevvvrererrereerererrnnne. 2p
Folosind relatiile din ipoteza obtinem m(ZAOB)= m(ZCOD)=84° ..................... 6p
M(ZBOC)=72° $1 M(ZAOD)=120° ..coeiiieiieieeieeeeee et 4,5p

Problema 3. Fie multimea M={1, 2, 3, ..., 24}. Demonstrati ca, oricum am alege 17 numere distincte
din multimea M exista printre ele doud numere al caror produs este un patrat perfect. (22,5p)
Barem de corectare.

Formam o partitie a multimii M astfel

A={1,4,9, 16}, B={2, 8, 18}, C={3, 12}, D={5, 20}, E={6, 24},

F={7,10, 11, 13, 14, 15, 17, 19, 21, 22, 23} . ittt ae e 6p
Oricum alegem doud elemente diferite din una din multimile A, B, C, D, E produsul lor este patrat
011 (<1 1 AR 6p
Daci alegem toate elementele din F si cite un element din celelalte multimi, avem 16 elemente

Rezulta ca daca alegem 17 elemente, sigur una din multimile A, B, C, D, E va contine cel putin
14 018 1 1 0 13 gl <) (<SR PS 4,5p

Fiecare problema se puncteaza de la 0 la 22.5 puncte si se acorda 10 puncte din oficiu
Orice alta rezolvare corectd se puncteaza corespunzator
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Problema 4. Pe segmentul AB se considera punctele M1, M2, M3, ..., My, In aceastd ordine n € N*
astfel incat AM1=x, MiM>=2AM |, MoM3=2AM;, M3M4s=2AMs3, ..., Mp-1My=2AMy.1, MpB=2AM,, .
a) Dacad x=2 cm calculati lungimea segmentului M3Ms .

b) Aflati numarul natural n stiind ca AB=2187x . (22,5p)

Barem de corectare.

a) AM; =2 cm, MiM>=4 cm, MoM3=12 cm, M3M4=36 cm, M4sM5=108 cm ........ 4p
\Y Y Rl 7 o) o SR PURRRRUPRRR 2p
b) AMi=x, MiM2=2x, MoM3=2-3x, M3M4=2-3"x, ..., Mp.1Mp=2-3"2-x ........... Sp
AMp=x+2x42-3% 4232 X442 3025X e 4p
AMETX 3 ettt 3p
AB=AMn+ MiB =3 AMn= X3 e s 2p
1 el PSR RSRRRPSRTP 2,5p

Fiecare problema se puncteaza de la 0 la 22.5 puncte si se acorda 10 puncte din oficiu
Orice alta rezolvare corectd se puncteaza corespunzator
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Problema 1.

a) Calculati: \/(2 — \/§)2+\/(\/§ - \/8)2+\/(\/8 - \/7)2+...+\/(\/2024 —/2025)2.
b) Aflati numerele rationale a si b pentru care 3a - by3=2-b++/3.

Barem de corectare.

a) |2 — V5|+|v5 — V6|+|V6 — V7|+..+|v2024 — V2025|=  5p
V5-24v6-V5+7-\/6+.. /202542024 5p

45-2=43  5p

b) 3a+b-2=V/3 (b+1) 2p

3a+tb-2,b+t1 €QsivV3 € Q 2p

= b+1=0 = 3at+b-2=0 2p

=>b=-1sia=1 1,5p

Problema 2.

Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC, iar D, E si F punctele de tangenta ale acestui cerc cu
laturile BC, AC respectiv AB. Stiind ci m(£A)=60° si AE=8 cm, aflati:
a) EF;

b) PQ, unde BI N DF = {P} si CI N DE = {Q}.

Barem de corectare.

a) AE=AF (tangente dintr-un punct la acelasi cerc) 10p

triunghiul AEF echilateral = EF=8 cm  Sp

b) CI este mediatoarea segmentului DE, deci Q este mijlocul lui DE  3p
analog BI mediatoarea segmentului DF, deci Q este mijlocul lui DE  3p
PQ linie mijlocie in DEF = PQ=4cm 1,5p

Problema 3.

Antonia isi propune sa completeze celulele unui tabel care are 2025 de linii si 2026 de coloane cu
numere naturale astfel incat fiecare linie si fiecare coloand sa contina cel putin un numar nenul. Ea
trebuie sa respecte urmatoarea regula: pentru fiecare celula(casutd) care contine un numar nenul,
suma numerelor de pe linia sa sa fie egald cu suma numerelor de pe coloana sa. Stabiliti daca
reuseste sau nu Antonia sd completeze tabelul.

Fiecare problema se puncteaza de la 0 la 22.5 puncte si se acorda 10 puncte din oficiu
Orice alta rezolvare corectd se puncteaza corespunzator
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Barem de corectare.

Daca suma numerelor de pe prima linie este s si pe prima linie sunt m elemente nenule, atunci
fiecare dintre coloanele care contin cele m elemente nenule are suma elementelor s  6p
Consideram ca cele m coloane au elemente nenule la intersectia cu n linii  6p

rezulta cd suma elementelor de pe fiecare dintre cele n linii este s 2p

restul elementelor si de pe cele m coloane si de pe cele n linii sunt 0 2p

calculand suma elementelor de la intersectiile celor n linii si m coloane se obtine pe de o parte ns ,
iar pe de alta parte ms, decim=n  2p

obtinem ca numarul liniilor care au suma elementelor a este egal cu numéarul coloanelor care au
suma elementelor a, indiferent cate valori diferite (maxim 2025) ar aveaa 2p

Tabelul initial are 2025 de linii si 2026 de coloane, deci Antonia nu-1 poate completa asa incat sa
respecte conditiile din enunt 2,5p

Problema 4.

Se considera patratul ABCD, P mijlocul laturii AB si Q mijlocul laturii BC.

a) Aratati ca dreptele AQ si DP sunt perpendiculare;

b) Aratati ca unghiurile ADP si PDS sunt congruente, unde S este mijlocul segmentului BQ.

Barem de corectare.

a) triunghiurile ABQ si DAP sunt congruente 10p

unghiurile BAQ si ADP sunt congruente 3p

unghiurile ADP si DAQ sunt complementare 3p

dreptele AQ si DP sunt perpendiculare 1p

b) PS linie mijlocie = PS || AQ 2p

fie PSNAD={T} = PT=PS 2p

triunghiul DST isoscel = (DP bisectoarea unghiulut ADS  1,5p

Fiecare problema se puncteaza de la 0 la 22.5 puncte si se acorda 10 puncte din oficiu
Orice alta rezolvare corectd se puncteaza corespunzator
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Problema 1. (22,5 p)
7413 + .- n? —n+1
23 34 (n-1)n

: 3 9 . <
Fie numerele a,, = —+ ;n € N;n > 1. Notam cu [a,] partea intreaga a

numarului a,, si cu {a,} partea fractionara a numarului a,,.
a) (7,5p) Sa se calculeze [a,] si {as}.

< cnf-n+l 1 1
b) (5p) Sa se demonstreze ca on 1 ~+-—— pentrun € N,n>1.

¢) (10p) Sa se determine [a,q26] $i {2026}

Barem de corectare.

3
a)a2=5:>[a2]=1 ........................................................................................... 4p
8 8
a3=—:>[a3]=2;{a3}=§—2=— ................................................................ 3,5p

b) Verificarea 1dentitatil ... .....o.oitietiniit e 5p
) Quoze =1+ o+ 1+ + 1+t t Id——=2025+ (1 —3+5—3+3—
b — ) = 2025 4 S 6p
4 2025 2026 2026
Astfel obtinem [@y026] = 2025 oottt 2p
{@2026} = 2 2

2026 R A RACAL TR EE AL LI R R TTETEY P

Problema 2. (22,5 p)
In paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’ lungimile diagonalelor AC = m, AB" =n, AD" =p
verifica relatia:

Jm? — 4/3m + 13 + Vn2 — 4v5n + 29 + \/p? — 8p + 20 < 6.

a) (11,5p) Calculati perimetrul triunghiului B°'CD".
b) (11p) Aflati distanta de la punctul A” la dreapta B’0, unde {0} = AC n BD.

Barem de corectare.
a) Relatia se poate scrie sub forma

\/(m—zx/?)2+1+\/(n—zx/§)2+9+,/(p—4)2+436. .............................. 2,5p

Dar\/(m— 2V3)2+1> 1,J(n— 2v5)" +9>3,\/(p — 4)2 + 4 > 2 de unde rezulta ca

\/(m—Z\/§)2+1+\/(n—2\/§)2+9+ (P=A)24+ 426 i 2p
Avem egalitate pentru m = 2v3, 1 = 2V5 S P =4 ..ottt 4p
Perimetrul triunghiului B'CD” este 2(2 + V3 4+ V5) «ooooiiiiii e, 3p

Fiecare problema se puncteaza de la 0 la 22.5 puncte si se acorda 10 puncte din oficiu
Orice alta rezolvare corectd se puncteaza corespunzator
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b) Daci notim AB = a, AD = b, AA” = ¢ din teorema lui Pitagora obtinem a?® + b? = m?,
a’ +c?> =n%si ¢? + b% = p?

= a? + b% + c? = 24,deunde obtinem a = 2v2,b = 2,c = 2V3 ..o, yreeo 3P

Fie AN L B'D,N € B'D".Cum BB" L (A'B'C") = A'N L (BB'D")..eeeooeeeeeeeeeeeeeeeeen, 2p

Ducem NM L B0, M € B’0 de unde, conform teoremei celor trei perpendiculare, rezulta ca

A'M L B'Osiastfel avem d(A",B0) = A'M......comniiniiiii e 2p

in AA'B'C avem A'N = 2242 =28 i yop2 = pN D = BN =22

INAB'BO avem B'O = VIS5 ..o 2p
. , . 8V15

Din ANMB” ~ AB'BO = MN = T

In triunghiul dreptunghic A’NM avem A'M = ZT ......................................................... 2p

Problema 3. (22,5 p)
Rezolvati ecuatia x2(y + 1) + y?(x + 1) = 1 in multimea numerelor intregi. (Gazeta Matematica)

Barem de corectare.

Ecuatia este simetricAin x siy. Notim X + Yy = SSIX Y =P, CUS, P EZ .oovvviniiniininiininanan, 2p
Ecuatia se poate scrie sub forma xy(x + y) + (x + y)2 = 2xy =1 ..ot 2p
Obtinem astfel SP + 52 — 2D = 1 oot 3p
Sp(s—2)+52—4=-3 (5=2)(P+S+2)= =3 i 3,5p
Astfel avem

Cazul I:

s—2=-3sip+s+2=1=s=—1,p =0 deunde avem solutiile

(1) E{(=1,0); (0, =) i 3p
Cazul II:

s—2=3sip+s+2=-1=s=05,p=—8deunde rezultd ecuatia x(5 — x) = —8. Cum
numerele x si 5 — x sunt de paritati diferite rezultd ca x = £1 sau 5 — x = %1, care nu convin.

Asadar, in acest caz, ecuatia nu are solutil TNIEET .....oouvinuiitiit i 3p
Cazul III:

s—2=—-1sip+s+2=3=s=1,p=0deunde avem solutiile

(0, 1) € {00,0); (1,0) et 3p
Cazul IV:

s—2=1sip+s+2=-3=s=3,p=—8deunde rezultd ecuatia x(3 — x) = —8 Cum
numerele x si 3 — x sunt de paritati diferite rezultd ca x = £1 sau 5 — x = £1 care nu convin.
Rezulta ca ecuatia nu are solutii integi in acestcaz .................. y33ye e e et e et 3p

Fiecare problema se puncteaza de la 0 la 22.5 puncte si se acorda 10 puncte din oficiu
Orice alta rezolvare corectd se puncteaza corespunzator
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Problema 4. (22,5 p)
a) (11,5p) Fie ABCD un tetraedru cu muchiile opuse congruente si M un punct al muchiei (AB).
Notam cu P acel punct al muchiei (AD) pentru care suma MP + PC sa fie minimd, iar cu Q acel

punct al muchiei (BD) pentru care suma MQ + QC este minima. Sa se arate ca:
MP L MQC _ 4
c oqc
b) (11p) Fie ABCD un tetraedru astfel incat AB L CD si AD 1 BC. Demostrati ca AC L BD.

Barem de corectare.

C
a) Consideram desfasurarea tetraedrului: ..................ooooiinai 2,5p

Notam AB = DC =z

Din cazul L. L. L. avem AADC = ADAB = ABCD de unde rezulta A p

ACDA = ¥BAD = AB || CD ul

$Si XABD = IBDC = AB [ CD ..o 3p

Astfel AMAP~ACDP = =2 =2 ... 2p p
AMBQ~ACDQ = =2 =22 Atunci obtinem o + 22 =1 .............. 4p

Qc ~ z i PC ' QC B

b) Fie AO L (BCD), 0 € (BCD),CD c (BCD) = AO LCD ........1p c
Dar cum AB L CD obtinem CD 1L (ABO) = CD 1 BO.....................3p

Analog BC 1 DO.. cerrreene e 3P

Astfel obtinem ca 0 este ortocentrul trlunghlulul B C D dem COLBD ..o 2p

Dar BD L AO = BD L (AOC) = BD L AC........eoeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 2p

Fiecare problema se puncteaza de la 0 la 22.5 puncte si se acorda 10 puncte din oficiu
Orice alta rezolvare corectd se puncteaza corespunzator



