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Problema 1. Fie numerele A =1+ 7+ 7?2+ +.- - + 72 5iB=7.73.7. ... 7%,

a) Determinati ultima cifrd a numarului B;

b) Comparati numerele 64 + 1 si B.

Problema 2. Pe o masa sunt 200 de bile. Alex si Bob ridica, pe rand, intre 1 si 6 bile de pe
masd. Cagtigatorul jocului este cel care ridica ultima bild. Stiind ca Alex este cel care incepe

jocul, stabiliti o strategie de castig pentru acest jucator.

Problema 3. Fie numarul N =2-4-6-8-...-2024 + 2025.

a) Aflati suma ultimelor 224 de cifre ale numarului V;

b) Care este restul impartirii numarului N la 1022,

Problema 4. Determinati numerele naturale a, b si ¢, pentru care a? + b* = 4¢ + 207.

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteaza de la 0 la 7.
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Clasa a VI - a

Problema 1.

a) Sa se demonstreze ci numarul a = 3° + 3! + 32 + ... + 3292° este divizibil cu 4;

b) Si se arate ci dacd 20 +2' + 22 + ...+ 2" =34+ 3! + 32 4+ ... + 3", atunci m = n = 0.

Problema 2.

a) Si se afle numarul abe, stiind ci ab, ac si be sunt direct proportionale cu 27,28 si 23.

b) Existd numere naturale de forma abc, astfel incat ab, ac, si be si fie direct proportionale cu

n, n + 1 si n+ 2, pentru un numar natural nenul n? Justificati raspunsul.

Problema 3. Pe tabla este desenat un unghi obtuz XOY. fn interiorul unghiului, Andrei

deseneaza n semidrepte OA;, OA,, ...,OA,, astfel incat
XOA, = A,04, = ... = A,_104, = A,0Y =3,
iar Bianca deseneaza m semidrepte OBy, OBs, ..., OB,,, astfel incat
XOB, = BOB, = ... = B,y 10B,, = B,,0Y = 5.
a) Sa se afle masura unghiului @7;
b) Sa se afle cea mai mica valoare posibild a masurii unghiului XO0Y ;

c) Sa se afle masura unghiului XOY stiind ca exact 8 dintre semidreptele din interiorul

unghiului XOY sunt desenate de ambii copii.

Problema 4. Pentru fiecare numar natural n, se considerd multimea A, = {d € N | 10" : d}.

a) Cate elemente are multimea A;q7 Céate dintre acestea sunt patrate perfecte?
b) Sa se demonstreze cd nu exista douad multimi B si C, pentru care sa fie indeplinite simultan
conditiile: BNC = &, BUC = Aspy si suma elementelor multimii B este egala cu suma

elementelor multimii C'.

'Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazi de la 0 la 7.
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Problema 1. Se considera multimea:

Ao SV VT VIV VIB -V V2025 — V2021
1 VIS5 VB9 Vo137 V2021-2025 |

a) Sa se calculeze suma elementelor lui A;

b) Aratati cd suma elementelor oricdrei submultimi nevide a lui A, nu este un numér natural.

Problema 2.

a) Fie cifrele nenule a,b si ¢, astfel incat \/0,0(a)—i-0,0(b) +0,0(c) € Q. Aratati ca
V0@+b+ 0™ 12026 ¢ Q;

b) Determinati numerele naturale x si y, pentru care /x + 24 = /3% + 9 + 1.

Problema 3. Fie ABC'D un dreptunghi cu AB > AD si F un punct in plan astfel incat BDEC

sa fie trapez isoscel. Sa se arate ca:

a) AE 1 EC; b) <DAFE = <CAB.

Problema 4. Fie ABCD un patrat. Notam cu M simetricul lui B fata de C. Pe semidreapta
[C'A se considerad punctul N astfel incat <NM B = 30°. Dreapta M N intersecteaza AD si BD in
punctele P respectiv Q).

a) Sa se calculeze masura unghiului BQP;

b) Sa se arate ci BP = BQ).

'Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazi de la 0 la 7.
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Problema 1. Determinati tripletele (z,y, z) de numere intregi stiind ca

2? +4y* — 4z + 12y + |42 — 5| + 11 = 0.

Problema 2. Fie F (n) = v/4n? + n, unde n € N.

a) Determinati [F(n)];
b) Aritati cd pentru n > 2, primele doud zecimale ale numarului £ (n) sunt 2 si 4.

Nota. [z] reprezintd partea intreaga a numarului x.

Problema 3. Fie z,y,z > 0. Sa se arate ca:

1 1 2 1 1 1
a) — > —; b) (a:+y+z)<—+—+—)29;
T r Yy =z

+ - = 3
Yy /Y
c) daca /Ty + \/yz + v/zx = 2025, atunci

2z +1)+y(2y+1) N y(2y+ 1)+ 2(22 + 1) N 2(22+ 1)+ x(22+ 1) - 2702
~ 225

xy Yz 2T

Problema 4. Fie M si N mijloacele muchiilor B'C’, respectiv C' D’ ale cubului ABCDA'B'C'D’.

a) Aratati cd MN || (A’BD) si determinati tangenta unghiului dintre dreapta C'N si planul

(A"AC);
b) Determinati cosinusul unghiului dintre dreptele AM si BN.

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteaza de la 0 la 7.
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Problema 1. In planul triunghiul ABC se considers punctele M, N si P astfel incat AM =

4 — — — 1 — — 2 2
-AB+ n -A_C>’, BN = -BC’+njL - BA, respectiv CP = -CT>4+n+ .
n+4 n+4 n+4 n+ 4 n+ 4 n+4

—
CB,
unde n € N*,

7 ~ . 7 4 S A _—H _—%
a) Sa se arate cd existd un numar « > 0, astfel incat M B = o - CM;

b) Sa se determine valoarea lui n € N*, astfel incat dreptele AM, BN si C'P sa fie concurente.

Problema 2. Fie a, b si ¢ trei numere reale care verifica relatiile a + b +c = 12, a® + b* + ¢ = 56

si abc = 48. Sa se calculeze ab + ac + bc si valoarea expresiei

1 1 1
_ab+c—11+bc+a—11+ca+b—11'

E

Problema 3. Fie a,b € R. Sa se arate ca:

a) dacd m si n sunt doud numere naturale de aceeasi paritate, atunci
a™ + bm a® + bn < am-l—n + bm—i—n.
2 2 - 2 ’
a+b a*+bv* a®+ b - a® + 18
2 2 2 - 2

b)

Problema 4. Fie numerele m,n € N*, cu (m,n) = 1.

. . ) mk
a) Sa se arate cd multimea { {—}
n

k=1,2, ,n} are n elemente;

b) Sa se calculeze S = g [m_k} .
n
k=1

Nota. [z] si {x} reprezintd partea intreaga, respectiv partea fractionard a numdarului x.

'Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazi de la 0 la 7.
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Problema 1. Fie sirul (z,),.,, unde x, = \/2 + V24 ... + V2 (n radicali). Si se arate c,

pentru orice n > 1, au loc relatiile:

a) T, < 2; b) 4(2 — xpy1) > 2 — xp.

Problema 2. Si se detemine functiile injective f, g : (0, +00) — (0,400), care satisfac relatiile:

a) f(x-f () =f(x)-f(y), pentru orice z,y € (0, +00);

b) g(z-g(y)) = —————, pentru orice z,y € (0, +00).

g(g(z)-y)

Problema 3. Sa se calculeze |z; + 2o + 23/, stiind c& 21, 29 §i 23 sunt trei numere complexe cu
21| = |2a] = |23| =1, 21 + 22 + 23 # 0 51 2§ + 25 + 23 = 0. S& se giiseascd trei numere complexe

21, 29 §i 23 care verifica aceste relatii.
Problema 4. Si se arate ca daca a,b,c € (0,1) sau a,b, ¢ € (1, 400), atunci

loga2ba+10g 2cb+logc2ac <1

b

ITimpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteaza de la 0 la 7.
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Problema 1. Se considera matricea A = (a;j),, ;, € Ma (R), unde

7, dacai=j
J , pentrui,j € {1,2,3,4}.

aij =
5, daca i #j

Sa se calculeze A™, pentru n € N*.
Problema 2. Fie n > 2 un numar natural si multimea

M ={(A,B)e M, (R)x M, (R) | A+ B si AB=A+ B}.

a) Sa se arate cd multimea M are o infinitate de elemente;

b) Sa se arate ca dacd (A, B) € M, atunci AB = BA.

Problema 3. Sa se calculeze: 9 .

R 1+2)7 — (1+22)x
a)glngo%.l;lﬁ,undea,be(0,_1_00); b)}gli%( + ) x( + 2x) .

Problema 4. Se considera sirul (z,,),,cy, definit prin zy = V2§ Th = V2 xn, pentru n € N.

Sa se arate ca sirul (z,,), .y este convergent si sd i se calculeze limita.

'Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazi de la 0 la 7.
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2r+3 —x -
1
Problema 1. Fie M (z) = 3 —r 243 —x € M3 (R), unde = € R gi multimea
—x —xr 243

G={M(z) |z eR, z#—-1}.

a) S& se arate cad G are o structurd de grup abelian in raport cu operatia de inmultire a

matricelor;
5 —2 =2
b) Sa se calculeze P" pentrun € N*, unde P= | —2 5 -2
-2 -2 5

Problema 2. Fie (G,-) un grup si multimea Z (G) = {z € G | zg = gz, pentru fiecare g € G}.
Sa se arate ca:
a) Z (G) este un subgrup al lui G;

b) daci x? = e, pentru orice element z € G \ Z (G), atunci grupul G este comutativ.

(cu e s-a notat elementul neutru al grupului G)

Problema 3. Sa se calculeze:

i

2
cos T x3—1
da; b dz, = € (0, .
a)/(4—sinzx)(1+2$) ' )/x6+4x3+2025x2+4 7, @ € (0, +00)

VB

Problema 4. Fie f : R — R o functie continua cu proprietatea ca

flz)=2(1+2%- (1 + / 1‘]:5?2 dt> , pentru fiecare x € R.
0

Sa se arate ca:
a) functia f este derivabila pe R;

b) existd o singura functie f care satisface conditia din enunt. S& se determine aceastd functie.

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteaza de la 0 la 7.



