OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 8. 02. 2025
BAREM DE CORECTARE - Clasa a V - a

Problema 1. Fie numerele A =1+ 7+ 72+ +.- . + 72 5iB=7.73.7. ... 7%,

a) Determinati ultima cifra a numarului B;

b) Comparati numerele 64 + 1 si B.

Barem de corectare. a) Deoarece B = 71345489 — 720250 (2p)
iar 2025 =4 -506 + 1, rezultd & u (72°25) = w(7) = 7; oot (2p)
b) Din TA =7+ T2+ T3 4 -+« 4 72924 4 72025 g6 obtine 64 = 720% — 1, . ..., (2p)
AdiCa BA 4 1 = B oo (1p)

Problema 2. Pe o masa sunt 200 de bile. Alex si Bob ridica, pe rand, intre 1 si 6 bile de pe
masd. Cagtigatorul jocului este cel care ridica ultima bild. Stiind ca Alex este cel care incepe

jocul, stabiliti o strategie de castig pentru acest jucator.

Barem de corectare. Restul impartirii lui 200 la 7este 4 ... ... (1p)
Daca Alex ridica la inceperea jocului 4 bile, iar apoi, de fiecare data un numar de bile egal cu
7—x, unde x este numarul de bile ridicate la pasul anterior de catre Bob, atunci, inainte de ultima

ridicare a lui Bob vor raméane exact 7 bile, ceea ce il face pe Alex castigator. .............. (6p)

Problema 3. Fie numarul N =2-4-6-8-...-2024 + 2025.

a) Aflati suma ultimelor 224 de cifre ale numarului N;

b) Care este restul impartirii numarului N la 1022,

Barem de corectare. a) Deoarece numéarul p = 2-4-6-8-...-2024 contine factorii 10, 20, . . ., 2020,

TV
202 numere

100, 200, ...2000, respectiv 1000 si 2000, rezultd ca ultimele 224 cifre ale lui p sunt toate 0 .. (2p)

20 numere

si astfel, suma ultimelor 224 de cifre ale lui N =p+2025este 9 .........cooiiiiii. ... (2p)

b) De exemplu, din produlsul 2 - 50, vom mai avea inca cel putin o cifrd de 0, adicd cel putin
ultimele 225 cifre ale lui p sunt toate 0. ....... .. . (1p)
Agadar, N = 10?% . n + 2025 de unde se obtine ci restul impéartirii lui N la 10%?® este 2025 (2p)



Problema 4. Determinati numerele naturale a, b si ¢, pentru care a? + b* = 4¢ 4 207.

Barem de corectare. Deoarece restul impartirii unui patrat perfect la 4 poate fi 0 sau 1, iar

207 =4-5143,rezultd c& c =0 ..ot (3p)

Asadar, problema se reduce la gisirea numerelor a si b pentru care a?+b? = 208. Cum 208 = 42.13,
2 _ 4 2 2 _ 4 2

obtinem succesiv {22 _ 4221 = a2+ 02 =413, de unde {Z; _ 4222 =al+bi=13......... (2p)
1 1 2

Astfel, obtinem ca (az, bs) = (2,3) sau (ag, by) = (3,2), de unde rezulta ca (a, b, c) = (8,12,0) sau

(@ 0,0) = (12,8, 0) ettt ettt (2p)

I Fiecare corector acords un numdir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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BAREM DE CORECTARE - Clasa a VI - a

Problema 1.

32025

a) Si se demonstreze ci numarul a = 3° +3' +3%2 + ... + este divizibil cu 4;

b) Si se arate ci dacd 2° + 2! +22 4 ...+ 2" =3+ 31 + 32 + ... + 3", atunci m = n = 0.

Barem de corectare. a) Din a = (3° + 3!) 4 (3% + 33) + ... + (3202 + 3%0%5) = 4(3° + 32 4+ 3* +
e BB rezUlbA CH @ 14 e (2p)

la 4 este 3, rezultd cA m = 0SaU M = 1 ..ot (1p

In final, s€ ObTINE 710 = 10 = 0 ..ottt e (1p

Problema 2.

a) Sa se afle numarul abe, stiind c& ab, @c si be sunt direct proportionale cu 27, 28 gi 23.

b) Existd numere naturale de forma abc, astfel incét ab, ac, si be si fie direct proportionale cu

n, n + 1 si n + 2, pentru un numar natural nenul n? Justificati raspunsul.

Barem de corectare. a) Din ipotezd, rezultd cd existd un numér rational & > 0, astfel incat
ab ac  be

2_7:%:%:]{’ de unde avem ci ab =27k, ac =28k sibc =23k ...... ... ... ... (2p)
Din 23 - ab = 27 - be, deoarece (23,27) = 1 deducem ci be | 23, adici k este natural.......... (1p)
Astfel din ab = 27k < 99, se obtine c& valorile posibile pentru & sunt 1,2 si 3. Prin verificare, se
ODEINE K = 2 81 @BC = B5AB. . ..ottt (1p)
e — _ab ac be S
b) Daca existd numerele naturale abc si n astfel incat — = = , atunci ab < ac < bc,
n n+1l n+42
de unde rezUlba CA 4 < D < € vttt (1p)
ab  ac be ac — ab be — ac
Deoarece == = ¢ ¢ _ 97D _ cac , obtinem c& ¢ — b =10 (b — a) > 10,
n n+l1 n+2 n+l-n n+2-n-1
ceea ce este imposibil. Asadar, raspunsul este NU. ... .. ... i (2p)

Problema 3. Pe tabla este desenat un unghi obtuz XOY. in interiorul unghiului, Andrei

deseneaza n semidrepte OA1, OA,, ...,OA,, astfel incat

XOA, = 4,04y = ... = A, ,OA, = A,0Y = 3°,



iar Bianca deseneaza m semidrepte OBy, OBs, ..., OB,,, astfel incat
XOB, = BiOB, = ... = Bpy 10B,, = B,,0Y = 5°.
a) Sa se afle masura unghiului @7;
b) Sa se afle cea mai mica valoare posibild a masurii unghiului XOY ;

c) Sa se afle masura unghiului XOY stiind ca exact 8 dintre semidreptele din interiorul

unghiului XOY sunt desenate de ambii copii.

Barem de corectare.

a) Avem A;0B; = XOBy — XOA5 = 35° — 15° = 20° o\ovovii et (2p)

b) Daca XOY = p°, atunci din p : [3,5] si p > 90, rezultd cd cea mai micd valoare posibild a

masurii unghiului XOV €8te de 105° . ... e e e (2p)

¢) Presupunem ca XOY = k- 15°. Doud semidrepte OA; si OB; coincid (sunt desenate de ambii
copii) daca gi numai daca m = X/OE =z -15° unde x € {1,2,....,k — 1}, adicd numarul de
semidrepte comune din interiorul unghiului XOY este k — 1. Asadar k£ = 9, de unde obtinem ca

Y = 1350 e (3p)

Problema 4. Pentru fiecare numar natural n, se considera multimea A, = {d € N | 10" : d}.

a) Cate elemente are multimea A;37 Céate dintre acestea sunt patrate perfecte?

b) Sa se demonstreze cd nu existd doud multimi B si C', pentru care sa fie indeplinite simultan
conditiile: BN C = @, BUC = Ayyy si suma elementelor multimii B este egald cu suma

elementelor multimii C'.

Barem de corectare. a) Deoarece numérul divizorilor lui 100 = 219.51% este (10+1)-(10+1) =
121, rezultd cd multimea A;g are 121 elemente... ... ... ..o, (1p)
Un divizor al lui 10'° are forma 2% - 5° cu a,b < 10. Acesta este patrat perfect daci a si b
sunt numere pare, adica a,b € {0,2,4,6,8,10}. Asadar, numarul de patrate perfecte din Ao este

B+ 6 = 36 < (2p)
Notdm cu S (X) suma elementelor unei multimi finite de numere, X.

b) Daca ar exista multimile B si C care si verifice conditiile din enunt, atunci am obtine ca
S (Aggea) = S (B) + S (C) =2- S(B) este un NUIMAT PAT. «.ovvtntnitineini e enaeennanns (2p)
Dar, cum in multimea Asp, avem 2025 termeni impari (divizorii numarului 52°24), S (Agg4) este

un numdar impar. Agadar, nu existd doud multimi B si C' care si verifice conditiile din enunt, (2p)

' Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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Problema 1. Se considera multimea:

A:{JB—\/I VI—6 V13— /9 ¢2025—¢2021}

V1-5 7 V5.9 7 V913 77 /20212025

a) S& se calculeze suma elementelor lui A;

b) Aratati cd suma elementelor oricdrei submultimi nevide a lui A nu este un numér natural.

Barem de corectare. a) Suma elementelor lui A este

S_\f—\/i+\/_—\/5+ L V2025 — V2021
V15 V59 V2021 - 2025
1 1 1 1 1 1 1 1 44

:ﬁ_ﬁ+ﬁ_ﬁ+m+\/2021_\/2025:ﬁ_ng .............. (4p)

b) Fie B o submultime nevida a lui A. Cum toate elementele lui A sunt pozitive gi S < 1, rezulta

ca suma 7" a elementelor lui B verifica 0 < 7" < 1, deci 7" nu este un numar natural......... (3p)

Problema 2.

a) Fie cifrele nenule a,b si ¢, astfel incat \/0,0(a) +0,0(0)+0,0(c) € Q. Ardtati ca
\/(a +b+¢)7% 42026 ¢ Q.

b) Determinati numerele naturale x si y, pentru care & + 24 = /3V + 9 + 1.

10(a+b+c)

Barem de corectare. a) Deoarece \/O, 0(a)+0,0(b) +0,0(c) =
V10 (a + b + ¢) € Q, de unde rezulti c& a+b-+c = 10. Cum (a + b + ¢)****+2026 = 10202542026 =
Ms + 2, acesta nu poate fi patrat perfect, de unde rezulta ca \/(a +b+ 0)2025 + 2026 ¢ Q. . (4p)

, obtinem ca

b) Cum = + 24,3V +9 € Ngi Vo +24 —/3v +9 € Q*, rezultd cd o +24,v/3¥+9 € Q i
ca numerele x + 24 si 3Y + 9 sunt patrate perfecte. Atunci existd un numar natural a > 3, astfel
incat 3V +9 = a®> & (a—3) (a + 3) = 3%, de unde rezultd cid existd numerele m,n € N, astfel
incat a —3 = 3™, a+ 3 = 3" Cum m < n, deducem ci a — 3 | a + 3, de unde a — 3 | 6, adica

a € {4,5,6,9}. Verificand, obtinem a =6, y =3 i £ =25, ... (3p)



Problema 3. Fie ABC'D un dreptunghi cu AB > AD si F un punct in plan astfel incat BDEC

sa fie trapez isoscel. Sa se arate ca:

a) AE 1 EC; b) <DAFE = <CAB.

Barem de corectare. a) Deoarece ABCD este dreptunghi si BDEC' trapez isoscel rezulta ca
AD = BC = DE, deci ADAE este isoscel. Cum AD || BC si BDEC trapez isoscel rezultd
<IADB = <DBC = «<BDE. adica DB este bisectoarea unghiului ADFE, deci DB 1 AE. Cum
DB || EC deducem c AE L EC....... oot e (4p)

b) Deoarece <ADC = <AEC = 90° obtinem c& patrulaterul ADFEC' este inscriptibil, de unde
<DAFE = <DCE. Cum BDEC este trapez isoscel si ABC'D este dreptunghi, avem ca <DCFE =
<CDB = <CAB, prin urmare <DAE = <COADB.. ... e (3p)

Problema 4. Fie ABCD un patrat. Notam cu M simetricul lui B fata de C. Pe semidreapta
[C'A se considerd punctul N astfel incat <N M B = 30°. Dreapta M N intersecteazd AD si BD in
punctele P respectiv Q).

a) Sa se calculeze masura unghiului BQP.

b) Sa se arate cd BP = BQ).

Barem de corectare. a) Cum ABCD este patrat, rezultd cd <DBC = 45°, de unde <PQB =
IBMQ + <<QBC = 30° 4 45 = T8 ittt (3p)

b) Fie {E} = DC N MN. In triunghiurile CME si DPE aplicand teorema unghiului de 30°
obtinem MFE = 2CE si EP =2ED deunde MP = ME+EP =2(CE+ ED) =2CD =2BC =
M B. Atunci triunghiul M BP este isoscel si <M PB = %(180O — <BMP) = 75°. Prin urmare
IPQB = <QPB = 75° deci ABPQ esteisoscel si BP=DBQ ......oovuiiiiiiiiiiiiinnni.. (4p)

I Fiecare corector acords un numdir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 8. 02. 2025
BAREM DE CORECTARE - Clasa a VIII - a

Problema 1. Determinati tripletele (z,y, z) de numere intregi stiind c&

2? +4y* — 4z + 12y + [42 — 5| + 11 = 0.

Barem de corectare. Relatia dati se scrie echivalent (z — 2)° + (2y +3)° + |42 — 5| = 2. (2p)
Cum z,y,z € Z, obtinem ca (z — 2)2 , (2y + 3)2 ,|4z — 5] € N, iar din faptul c& ultimele dou&
numere sunt impare, rezulti c& (2y +3)° = [4z — 5| =1si (2 —2)° =0, ....oovriiiiini. .. (3p)
de unde obtinem c& (z,y,2) € {(2,—1,1),(2, =2, 1)} o oooiiii (2p)

Problema 2. Fie £ (n) = v4n? + n, unde n € N.
a) Determinati [F(n)];
b) Aratati cd pentru n > 2, primele doud zecimale ale numarului £ (n) sunt 2 si 4.

Nota. [z] reprezintd partea intreaga a numarului x.

Barem de corectare. a) Din 4n? < 4n® +n < (2n+1)%, rezultd ci [E(n)] =2n ......... (3p)
b) Deoarece E(n) = [E(n)] + {E(n)} = 2n+ {E£ (n)}, primele doud zecimale ale numaérului

E (n) sunt 2 si 4 daca [100 - {E (n)}] = 24 < [100 (F (n) — 2n)] = 24. Pentru aceasta, se arata ca
6 1
2n+%§\/4n2+n<2n—|—1, PENETT 70 2> 2 ottt ettt et (4p)

Problema 3. Fie z,y, 2z > 0. Sa se arate ca:
1 1 2 1 1 1
a) —+ - > —; b) (x+y+z)<——|——+—)29;
x oy /Ty xr oy oz
c) dacd /Ty + \/yz + \/zx = 2025, atunci
r(2x+1)+y(2y+1) N y(2y+ 1)+ 2(22 + 1) N 2(22+ 1)+ x(2x+ 1) < 2702
Ty Yz 2 ~ 2257

Barem de corectare. Pentru demonstrarea inegalitatilor de la a) si b) se acordd cate 2 puncte.

?+y? P42 P2+ 1 1 1 1 1 1
c)CumMs:Q-( SR + )+(—+—)+(—+—)+<——I——),....(lp)
xy Yz Yz x Yy y oz z
2.2 2 .2 .2 2
din 2 o (1p)
xy Yz Yz
si din inegalitatile de la a) si b) obtinem
1 1 1 9 9 2702
M, >124+2 + + > 12+2- 21242 —— = ——.
7 (Mmy VYyz \/z:z:) - JITY + Yz + 2w T 2025 225 (1p)



Problema 4. Fie M si N mijloacele muchiilor B’C’, respectiv C' D’ ale cubului ABCDA'B'C'D’.

a) Aratati cd MN || (A’BD) si determinati tangenta unghiului dintre dreapta C'N si planul
(A'AC).

b) Determinati cosinusul unghiului dintre dreptele AM si BN.

Barem de corectare. a) M N este linie mijlocie in triunghiul C’B’'D’, deci MN || B'D’. Dar
BDD'B’ este paralelogram, deci B'D’ || BD, de unde rezultd ca M N || BD. Cum BD C (A'BD),

obtinem MN || (A'BD). ... (2p)
Din MN || B'D', BD" L AC', BD' 1 AA", A/C',AA" C (AAC), A’/C' N AA" # &, obtinem
MN L (A AC ). (2p)

Dacd MNNA'C' ={S}, atunci < (CN, (A'AC)) = NCS. In triungiul AN SC, dreptunghic in S,

— N
obtinem tg NC'S = <0 si calculand NS, SC in functie de lungimea 2z a muchiei cubului, rezulta

tg]VCTS’ = % .............................................................................. (2p)

yal

D
b) Fie E € D'C’, astfel incat D' € (EC") si D'E =
Prin urmare, BN | AE si <(AM,BN) = <(AM,AFE). Se aratd cd AM = AE = 3z, iar
— 4
EM = 2+/10 si se obtine cos EAM = g (1p)

. Se aratd ca ABNFE este paralelogram.

I Fiecare corector acords un numdir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazs corespunzitor.
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Problema 1. In planul triunghiul ABC se considers punctele M, N si P astfel incat AM =

3 1 2
-A—B>—|— n -14—C>’,§]_>V: -B—C>’+n+ -B—1>4,respectivC’—P>: -CT>4+n+

CB
n-+4 n-+4 n-+4 n-+4 n-+4 n+4. ’

unde n € N*,

o o . o o N . -— _—
a) S& se arate cd existd un numar « > 0, astfel incat MB = o - CM;

b) Sa se determine valoarea lui n € N*, astfel incat dreptele AM, BN si C'P sa fie concurente.

—
- AC, care se scrie echivalent

— 4
Barem de corectare. a) Din relatia AM = —— - AB +
n+4 n +

—

_— - —_— —
n(AM—AC) :4(AB—AM)<:>n~CM:4~MB, rezultd ci M € (BC) si MB =

b) Analog, din celelalte doud relatii se obtine c& N € (AC), P € (AB), NA- 3 si B =

n+2 MB NC PA
. Dreptele AM, BN si C'P sunt te, daca si i daca . . =
reptele , si C'P sunt concurente, daca si numai daca O NA PB

n(n+1)(n+2)=24,deunde se obtine c& n = 2. ... ..ot (4p)

Problema 2. Fie a, b si ¢ trei numere reale care verifica relatiile a + b+ ¢ = 12, a® + b* + ¢ = 56

si abc = 48. Sa se calculeze ab + ac + be si valoarea expresiei

1 1 1
Tabtc—11 beta—11  catb—11
1
Barem de corectare. Avem ab—i—ac—l—bc:5((a+b+c)2—(a2+b2+c2)):44, ........ (2p)
tiv B 1 n 1 n 1 1 . 1 N
respectiv F = -
P ab—a—b+1 bc—b—c+1 ca—c—a+1 (a—1)(b—=1) (b—1)(c—1)
1
............................................................................ 3
(a—1)(c—1) (3p)
b -3 b -3 3
de unde FE = Crore = eroreTs 2 (2p)

(a—1)(b—1)(c—1) abc— (ab+ac+bc)+ (a+b+c)—1 "5



Problema 3. Fie a,b € R. Sa se arate ca:

a) dacd m si n sunt doud numere naturale de aceeasi paritate, atunci

am + bm an + bn < am—l—n + bm—l—n.

2 2 - 2 7
) at+b a®+b a*+b’ < a®+b°
2 2 2 2
Barem de corectare. a) Inegalitatea se scrie echivalent, (a™ — ™) (a™ —b") > 0.......... (2p)

Cum numerele m gi n au aceeasi paritate, sgn (a™ — b™) = sgn (a” — b"), pentru orice a,b € R,

de unde obtinem ca (a™ — b™) (a" — b™) > 0, adica are loc inegalitatea din enung. .......... (2p)

a+b ad+0bv a2+b2<a4+b4
2 2 2 = 2

b) Folosind inegalitatea de la punctul a), avem M, = <

e
2 -2

Problema 4. Fie numerele m,n € N*, cu (m,n) = 1.

. . . mk
a) Sa se arate ca multimea { {—}

n

k=1,2, ,n} are n elemente;
. " [mk
b) Sa se calculeze S = E [—} :
n
k=1

Nota. [z] §i {z} reprezinta partea intreaga, respectiv partea fractionara a numarului x.

Barem de corectare. a) Daci i,j € {1,2,...,n} cui # j, atunci {@} = {@} e
n n n

mj m(t—7
- _ M € Z. Dar cum (m,n) = 1, rezultd c& n | i — j, ceea ce este imposibil deoarece

k
0 < |i — j| < n. Asadar, multimea {{m—}
n

k=1,2,.., n} are n elemente. .............. (3p)

b) Pentru fiecare k € {1,2,...,n}, din teorema impartirii cu rest, existd un ¢, € N gi un r, €

k
{0,1,...,n — 1}, astfel incat mk = n - g + 11, de unde {m_} = {qk + T—k} Ik Obtinem astfel
n n

n

n n—1
N mk ko n—1

ca E {7} = E E = D TTTessecceeeiiiiiiiiiiii (2p)
k=1 k=0

Asadar, S = mk_ fmk - k — mk :m(n+1)_n—1 ........... (2p)

n n n n 2 2
k=1 k=1 k=1

' Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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Problema 1. Fie sirul (z,),,, unde z, = \/2 + V24 ... + 2 (n radicali). Si se arate c4,

pentru orice n > 1, au loc relatiile:

a) x, < 2; b) 4(2 — xpy1) > 2 — xp.

Barem de corectare. Se observa ca x,.1 = v/2 + x,, pentru orice n > 1.
a) Se verificd prin INdUCHIE . . ... ...t (4p)

b) Pentru orice n > 1, avem 4 (2 — z,,41) > 2 — 2, © 4dr,1 <2, +6 & 424+ 2, <z, +6 &

(2 — z,)* > 0 ceea ce, deoarece 0 < z,, < 2, este evident adevirat .......................... (3p)

Problema 2. Si se detemine functiile injective f, g : (0,400) — (0, +00), care satisfac relatiile:

a) f(z-f(y))=f(x)-f(y), pentru orice z,y € (0, +00);

1
b) g(z-g(y)) = —————, pentru orice z,y € (0, +00) .

9(9(z)-y)
Barem de corectare. a) Din ipotezd, pentru orice x,y € (0,+00), rezultd ca f(z- f(y)) =

fy-f(x))=f(x)-f(y), de unde din injectivitatea lui f, obtinem c& z- f (y) = y- f (x) . Asadar

(z) = —y, V z,y € (0,400), de unde rezulta cd existd un a > 0, astfel incat T _ a,
x Yy T
Ve (0,400), adicd f(x) =a- -2,V & € (0,4F00) «eniuiriii i (3p)
b) Daci in relatia din enunt lufm y = z, obtinem c& [g(z- ¢ (2))]° = 1, de unde rezulti ci
gx-g(x)) =1, Va e (0,400). Cum functia g este injectivd, existd un a > 0, astfel incat
z-g(r)=a,Vae(0,+00), adicd g (x) = g, V€ (0,400) ieiiiiiiiiiiiiiaaenn. (3p)
x
Verificarea solutiilor obtinute la punctele a) g1 b) ... (1p)

Problema 3. Si se calculeze |21 + 25 + 23|, stiind ¢ 2z, 2 si 23 sunt trei numere complexe cu
21| = |22| = |23] = 1, 21 + 22+ 23 # 0 51 27 + 25 + 22 = 0. S& se giseasca trei numere complexe

21, 29 Si z3 care verifica aceste relatii.

1 1 1
Barem de corectare. Din 21| = |25] = |23] = 1, rezultd cd Z; = —, Zo = — §i Z3 = —, .. (2p)
21 Z9 zZ3
far din 22 4 22 4 22 = 0, rezultil cil (2 4 22 + 23)° = 2 (2122 + 2128 + 2223) « v evvennrennnnnn. (1p)
, 1 1 1 2129 + 2123 + 222 22 _
Asadar, daca z = z; + 23 + 23, atunci 7 = — + — + — = 172 178 T =% i
1 Z9 z3 Z1R9%3 2- 212223

3
|z =2-z2= 5 . Astfel, obtinem c& 2° = 2- 212523 - |2 = |2|® = 2-]2|?, adic& |2| = 2.(3p)
* Z1R9%3

De exemplu, numerele 1 si satisfac relatiile din problema ......................... (1p)



Problema 4. Si se arate ca dacd a,b,c € (0,1) sau a, b, c € (1, +00), atunci
loga2ba + longCb + logCQCLC <1

g (0,1), dacd a,b,c € (0,1) _ y
Barem de corectare. Daca s € si notam log,a = A,
(1,+00), dacd a,b,c € (1,+00)

log, b= B,log,c=C atunci A, B,C > 0 ... (1p)
Inegalitatea se scrie echivalent
A + B n C “le 2A + 2B n 2C <9es
2A+B 2B+C 20+A~ 2A+B 2B+C 20+A~
B C A
1-— 1— 1-— <2 >1..(4
Closiys ™l eV werast ars e Taoras P
Dar, din inegalitatea lui Titu Andreescu obtine + ¢ + A Ch +
r, din inegali ui Titu Andreescu )1nm2A+B dB+C 20+ A BEAT D)
¢ + A’ > (B+C+A)2 1, ceea ce demonstraza
= monstraz
C2B+C) AQRC+A) "BRA+B)+C(2B+C)+AQC+ A) ’
inegalitatea datal. ... ... ... . (2p)

! Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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Problema 1. Se considera matricea A = (a;;) € M, (R), unde

1<i,j<4

7, dacai=j o
a; = , pentrui,j € {1,2,3,4}.
5, dacai #j

Sa se calculeze A™, pentru n € N*.

Barem de corectare. Matricea A se scrie A = 2-1,+5-B, unde B = (a;) 4 cub;; = 1, pentru

1<6,5<
flecare 7, 7 € {1, 2, 3,4} .ot (1p)
Cum B? = 4 - B, inductiv se obtine ci B¥ = 4¥~!. B, pentruorice k € N*.................. (2p)
Asadar,
Am = (2, +5B)" = 2", + kznjl Chkon=k5k. Bk = on[, + (kznjl C,’;zn—’%’%k—l) “B......... (2p)
= 2", + }1 (éﬂ Cron—kpkgk 2"> -B=2"-I;+ 411 (227 —2™) B i (2p)

Problema 2. Fie n > 2 un numar natural si multimea
M ={(A,B)e M, (R)x M, (R)| A# Bsi AB=A+ B}.
a) si se arate cd multimea M are o infinitate de elemente;
b) si se arate cd daca (A, B) € M, atunci AB = BA.
Barem de corectare.

a) De exemplu, (a Iy, % . In) € M, pentru orice a € R~ {0,1,2}............oooia.t. (3p)

b) Daca (A, B) € M, atunci AB = A+ B < (A—1,) (B —I,) = I,,, adicd matricele A — [, si

B — I,, sunt inversa una celeilate, de unde rezulta ca (B — I,,) (A — I,,) = I,. De aici se obtine ca

AB = BA = At B (4p)
Problema 3. Sa se calculeze: 9 ]
noon 14+2)z —(1+22)x
a) lim Sy > k—, unde a,b € (0, +00) ; b) lim (1+a) (1 +22) :
n—oo m! =) bF z—0 T

Barem de corectare. a) Dacd notam limita cu L (a,b), atunci din lema Cesaro-Stolz, avem
2”: k! (n+1)!

- n 1 n+l
L(a,b) = lim =27 = lim —— 01 _ imL(ﬂ)

b
a™ anJrl am™




0, a<bd
de unde L (a,b) = L, @ = b e (1p)

+o0, a>b

b) Daca notam limita cu L, atunci

21In(1+x) In(14-2x) In(1422) 2In(1+z)—In(1+2z) )
. e xT — e xT . n L e T —
L= lli% . = EL% e = - P T TERTEETES (2p)
2In(1+z)—In(1+2z)
_ In(1+2z) ’ e T -1 . 2In(1+2)—In(1+2x) 1
=lime = lim —ra s — - lim R TTRRTTREREE (1p)
In (1 + QL)
21 r+1 ] 1 9
=e 31612% — D E 1| T (1p)
2z+1

x
Problema 4. Se considera sirul (z,), ., definit prin 2y = V2§ znir = V2 ", pentru n € N.

Sa se arate ca sirul (z,,), .y este convergent si sa i se calculeze limita.

Barem de corectare. Se demonstreaza prin inductie ca pentru oricen € N, z, <2 ..... (2p)
ST CH g1 S T v e et ettt et et e e e e e e e e e e e e (2p)
Asadar, sirul este monoton si marginit, deci convergent. Daca notam limita girului cu [ si trecem

l

la limit# in relatia de recurentd, obtinem c& v/2 = 1......ccoiiiiiiiiii (1p)
x

Din z, < 2 rezulti ci | < 2, si cum singurele solutii ale ecuatiei v2 = =z sunt z = 2 gi 2 = 4

(o dreapta intersecteaza graficul unei functii strict convexe in cel mult doud puncte), se obtine ca

limita girului (,,),cn €Ste 1= 2. ..o o (2p)

'Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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2r+3  —x —x
1
Problema 1. Fie M (z) = 3 —xr 2r4+3 -z € M3 (R), unde z € R gi multimea
—x - 243

G={M(z)|zeR, z#—-1}.

a) S& se arate cd G are o structurd de grup abelian in raport cu operatia de inmultire a

matricelor;
5 —2 =2
b) Sa se calculeze P" pentrun € N*, unde P=| —2 5 -2
-2 -2 5
2 -1 -1
Barem de corectare. Daca notam A = é -1 2 =1 |,atunci M (x) = I3+ x- A, pentru
-1 -1 2
orice ¥ € R. Cum A? = A, obtinem ca M (z)-M (y) =M (z+y+ay) =M ((z+1) (y+1) — 1),
PENEIU OTICE I, 4 € IR e e e e e e (2p)

a) Dacad z,y € R\ {—1}, atunci M (z) - M (y) = M ((x +1)(y+ 1) — 1) € G. Deoarece M (x) -
M(y) = M(y) - M(z) = M (z+y+zy), pentru orice z,y € R, inmulfirea matricelor este
— 1) € G, pentru

asociativ, elementul neutru este I3 = M (0) € G, iar M (z)™' = M ( 1
T

orice € R\ {—1}, rezultd ca (G,-) este un grup abelian. ..., (3p)

b) Inductiv se demonstreazd c¢d M (z)" = M ((x +1)" — 1), pentru orice x € R gi orice n € N*.
Agadar, P" = M (6)" = M (7" — 1), pentruorice n € N*. . ... i, (2p)

Problema 2. Fie (G,-) un grup si multimea 7 (G) = {zx € G | zg = gz, V g € G} . S& se arate

v

ci:
a) Z (G) este un subgrup al lui G;

b) daci x2 = e, pentru orice element € G\ Z (G), atunci grupul G este comutativ.

(cu e s-a notat elementul neutru al grupului G)
Barem de corectare.
a) Evident, daca g € GG, atunci eg = ge = g, adicd e € Z (G) . Daca z,y € Z (G), atunci pentru

orice g € G, avem (vy)g = v (yg) = z(9y) = (vg)y = (92)y = g(zy), respectiv xg = gr <
grt =x7lg, adicd 2y, 27 € Z(G) oo (3p)



b) Fie z,y € G.

Dacdax € Z(G)sauy € Z (G), abUNCL TY = YT\ oo uveneeee et (1p)
Presupunem acum ci x,y ¢ Z (G). Dacd zy € Z (G), atunci (zy)y = y (zvy) & 2y° = yry &
zy = yx, respectiv daci zy ¢ Z (G), atunci (zy)* = 22 = 32 = ¢, de unde (zy)* = 2% & wyzy =

T e 1 P (3p)

Problema 3. Sa se calculeze:

™

2
3 _
a) / cos T dzx; b) / v -1 dzr, = € (0,400).

(4 —sin®*z) (1 +27) 20 + 423 + 202522 4 4

[VE]

Barem de corectare. Notam cu [ integrala de la punctul a). Avem

Jus s

—xr= 2t t no In3
a) Din [ =t / - ;OS do " J, rezultd ca I + J = /L'idw = n—, de unde
(4 — sin®¢) (1 +2) 4 —sin“x 2

2\’ )
2, 2
-1 1 ($+x) 1 2+
b) de = = ( dr = —arctg ——= +c.......... (3p)

26 + 423 + 202522 +4 2 92\ 2
22+ =) +2025

Problema 4. Fie f : R — R o functie continua cu proprietatea ca

f(:z:):2(1+:c2)-(1+/0m

t
1f_£ 22 dt> , pentru fiecare x € R.

Sa se arate ca:
a) functia f este derivabila pe R;
b) exista o singura functie f care satisface conditia din enunt. S& se determine aceastad functie.
f(x)

T 1+
R. Cum f este continua, rezultd ca si functia h este continud, deci admite primitive. Daca

Barem de corectare. a) Consideram functia h : R — R, definita prin A (x) ,Vaoe

H : R — R este o primitiva a lui h, atunci relatia din enunt, se poate scrie echivalent f (z) =
2(1+2%) - (1+ H (z) — H(0)). Asadar, deoarece functia H este derivabild pe R, rezulta ci si f
este derivabild pe R. ... o (4p)
b) Din h(x) = 2(1+ H (z) — H(0)), rezultd cad b’ (z) = 2- h(z), de unde h(z) = c-e*. Cum
h(0) = 2, se obtine ca h(z) =2

I Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



