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PROBLEMA 1. Si se demonstreze ca:

32023

a) numarul 1 se poate scrie ca o suma de doua patrate perfecte diferite;

b) numirul a = 1+ 12 + 122 + ... 4+ 12292* se poate scrie ca o sumé de 2025 patrate perfecte.

PROBLEMA 2. Se considerd numerele z = 2023*"! 4+ 2024" + n si y = n + 2024", unde n este
un numar natural nenul.
a) Sa se determine ultima cifrd a lui z, stiind ca n = 2024;

b) S& se demonstreze ci daca ultima cifra a lui x este 5, atunci numéarul y nu este patrat perfect.

PROBLEMA 3. Pe o tabla sunt scrise toate numerele de la 1 la 2024. Victor calculeaza suma
S si produsul P al tuturor numerelor de pe tabla.
a) Care este restul impdartirii numarului S + P la 2024;

b) Dupa ce sterge unul dintre numere, Victor recalculeaza suma S si produsul P al numerelor
ramase. Sa se afle numarul sters de pe tabla, stiind ca restul impartirii numarului S + P la

2024 este 2023.

PROBLEMA 4. Cate numere naturale n au proprietatea ca atat suma cifrelor cat si produsul

cifrelor acestuia sunt egale cu 127

'Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteaza de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1. Sa se determine numerele naturale nenule n si r, stiind ca numerele 326, 420,

485 si 579 impartite la n dau resturile r, 27, 3r respectiv 4r.

PROBLEMA 2. Sa se arate ca:

a) numarul n = 14 25 + 20 4 . 4+ 22025 egte divizibil cu 33;

422025_1 + 222024 +

b) fractia este reductibila.
n

PROBLEMA 3. Cate perechi de numere naturale = si y existd, astfel incat (z,y) = 14 si
[z,y]=1-2-3-...-107

Nota. (z,y) reprezintd cel mai mare divizor comun, iar [z,y| reprezintd cel mai mic multiplu

comun al numerelor x si y.

PROBLEMA 4. Fie unghiul alungit AO0D. De aceeasi parte a dreptei AD, consideram punctele
B i C, astfel incat masurile unghiurilor AOB , BOC si COD si fie exprimate in grade sexagesimale

prin numere naturale, direct proportionale cu trei numere naturale consecutive si m <A/O\B> <
 (BOT) < (COD)
a) Sa se demonstreze ca m (B/O\C’> = 60°;

b) Sa se determine numarul de solutii ale problemei;

c) De aceeasi parte a dreptei AD ca si punctul B, se considera punctul E, astfel incat OE 1 OC;
Sa se calculeze masura unghiului EOF , stiind c& (OF este bisectoarea unghiului COD sica

m <A/O\B> — 40°.

'Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazi de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1.

a) Sa se determine numarul natural n > 2, pentru care
SEET G e B s S
V12 V23 «/ n—1) V2023
b) Sa se determine cel mai mic numar natural x, pentru care
|z — V2| N |z — V3] - |z — v/2024]
it ———— =mn,
T — \/§ r—/3 T — /2024

unde n este numarul natural determinat la punctul a).

PROBLEMA 2. Si se determine numerele reale x care satisfac egalitatea {z} — {2024z} = z,

unde prin {a} intelegem partea fractionara a lui a.

PROBLEMA 3. Fie triunghiul ABC, M mijlocul laturii BC' gi punctele D si E pe latura AB, F'
si G pe latura AC, astfel incat DM || CE si M F || BG. Notam cu N si P mijloacele segmentelor

DF, respectiv EG. Sa se demonstreze ca punctele M, N si P sunt coliniare.

PROBLEMA 4. Consideram patratul ABC'D, punctele M € (BC) si N € (CD) astfel incat
BM = CN, si fie ACN BD = {O}, AM N BN = {P}, ACN BN = {Q}, AM N BD = {H}.

a) Sa se arate ca H este ortocentrul triunghiului ABQ);

b) Sa se calculeze masura unghiului OPA.

'Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazi de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1.

a) Stiind c& numerele a si b verifica relatia a® + b? — 18a — 14b + 130 = 0, sd se géseasci o
pereche de numere naturale nenule (z,y), cu proprietatea \/x + /y = Vab;

b) S& se determine toate numerele prime p, pentru care existd doud numere naturale nenule z

si y, astfel incat \/z + \/y = /21p.

PROBLEMA 2. Si se arate ca dacd a, b, c € (0,00) , astfel incat a + b+ ¢ = 1, atunci:

a+1 o) b n c n a >3
2 Va+be Vb+ac e+ab 2

b) va+ bc <

Wl

a) ab+ ac+ be <

PROBLEMA 3. Se considera rombul ABC'D cu m (@) = 120° si AC' = 6 cm. De o parte
si de cealaltd parte a planului (ABC), se considerd punctele P gi @ astfel incat PA L (ABC),
CQ L (ABC), PA=CQ si DQ = 6v/2 cm.

a) S& se determine mésura unghiului dintre dreptele CQ si PB;

b) S& se arate ca patrulaterul PBQD este romb.

PROBLEMA 4. Fie ABCDA'B'C'D’" un paralelipiped dreptunghic, O centrul sau gi punctele
M € (AB), N € (AD), P € (A A’). Notam cu @, R, S simetricele punctului O fatd de punctele
M, N respectiv P. Stiind ca OM N (ADA’") ={Q}, ONN(ABB') = {R} i OPN (ABC) = {S},
se cere:

a) sd se demonstreze cd punctele ), R, S sunt necoliniare;

b) sa se demonstreze ca (QRS) || (A'BD) si sa se determine raportul ariilor triunghiurilor QRS
si AABD.

'Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazi de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A. Sa se arate ca daca D este proiectia
punctului A pe BC, E este punctul de intersectie al bisectoarei unghiului BAC cu BC, iar M

este mijlocul ipotenuzei BC atunci:

a) [AE este bisectoarea unghiului ]\m;

2 2
b AE= (-2 ) AaD+[1- (-2 AM.
b+c b+ c

1
PROBLEMA 2. Se considerd sirul (), , definit prin z; = 1 si

pentru n > 1.

2
Vit VI = e

a) S& se determine termenul general al girului;

b) Sa se arate ca > (2k + 1) z; < 1, pentru orice n € N*.
k=1

1 2z — 1
PROBLEMA 3. Sa se rezolve ecuatia {:L‘ + 6} + {:c + %} + {:c + g} = %

Nota. {a} reprezintd partea fractionara a numarului a.

PROBLEMA 4. Sa se arate ca, daca a, b si ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi, atunci

a n b n c
b+c—a a+c—b a+b—c

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazi de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1. Sa se arate cd daca u gi v sunt doud numere complexe, astfel incat |u| = |v] si

2 |lu+v| > |u+3v|, atunci u = v.

PROBLEMA 2. S4 se arate ca dacd n € N*, iar a,b,c € (0,1) sau a,b,c € (1,+00), atunci

1 i 1 n 1 S 3
log, (be™) ~ log, (ca™) = log.(ab®) — n+1

PROBLEMA 3. Fie M CR, M # {0} si f: M — M o functie bijectivd cu proprietatea c
f@)+ft@)=2, YrecM.
a) Sa se arate ca M este o multime simetrica si ca functia f este impari;
b) Sa se dea un exemplu de functie cu aceste proprietati.

Nota. O multime M C R se numeste simetrica, daca are loc x € M < —x € M.

PROBLEMA 4. Se considera patrulaterul convex ABCD, mijloacele M, N, P si Q) ale

segmentelor AB, BC', C'D, respectiv AD si punctele E, F,G si H situate pe segmentele AN,
EFEA FB GC HD

BP, CQ, respectiv DM, astfel incat N - FP - ao =T

a) Sa se arate ca EFGH este paralelogram daca si numai dacda ABCD este paralelogram;

b) S& se demonstreze cd dacd diagonalele patrulaterului ABC'D sunt congruente si

perpendiculare, atunci G | FH.

'Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteaza de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1.

a) Sa se determine valorile lui a si b, astfel incat

lim <a\3/x3+bx2+a+b\/m2+a£~l—b—533) = 5;

r—00

(n+3)!
1~ Kk +2k+2
b) Sa se calculeze lim (5 + kz T ] ) :

2z, + 1
PROBLEMA 2. Se considera sirul (z,),5,, definit prin xp > 1 §i 2,41 = x—jg’ pentru
Tn
n € N. Sa se studieze convergenta sirului (,,),,5, si sa se calculeze lim n (. [T, — 1) .
n—oo
7 10

PROBLEMA 3. Si se rezolve in M, (R), ecuatia matriceald X? = A, unde A =
15 22

PROBLEMA 4. Se considerd matricea A € M, (R). Si se arate ci dacd tr A2%?* = 1 si
det (A20% 4 A2022 1+ A+ ) = 0, atunci det A = 0.

ITimpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteaza de la 0 la 7.



\ SOCIETATEA DE STIINTE _\\\%//__ INSPECTORATUL

MINISTERUL 2\ N
Z| MATEMATICE DIN ROMANIA mseectoratur)’ SCOLAR JUDETEAN

EDUCATIEI

SCOLAR JUDETEAN

FILIALA BIHOR BIHOR BIHOR

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 10.02. 2024
Clasa a XII - a

PROBLEMA 1. S3i se calculeze:

/2 — cos? z + sin 2x
a)

———dx; b) / arcsin (cos?%?3 1) dx.
l1+e?+sin“z 0

PROBLEMA 2. Fie G un grup cu 10 elemente, cu elementul neutru e. S& se arate ca daca
existd doud elemente distincte a,b € G \ {e}, astfel incat a*> = b*> = e, atunci grupul G nu este

abelian.
PROBLEMA 3. Sa se determine functia f : R*—R pentru care multimea

G=4 A(z) = z /@) r e R”

are o structura de grup abelian in raport cu operatia de inmultire a matricelor.

PROBLEMA 4. Fie f : R —R o functie continua gi F' : R —R o primitiva a lui f. Sa se arate

ca nu exista a, b € R*, astfel incat

flax —bF (x)) =ax+0b, VzeR.

I'Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteaza de la 0 la 7.



