OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 10.02. 2024
BAREM DE CORECTARE - Clasa a V - a

PROBLEMA 1. Si se demonstreze ca:

a) numarul 13%°% se poate scrie ca o sumé de doud pétrate perfecte diferite;

b) numirul a = 1+ 12 + 122 + ... 4+ 12292* se poate scrie ca o sumé de 2025 patrate perfecte.

Barem de corectare.

a) Avem 132028 = 13.132022 — (4 4 9). 132022 — (2. 13%011)% 4 (3. 13100y | . (4p)

b) Din a = (1 +12) + (122 +12%) + ... + (122022 4 12%2023) 4 122020 = 13 + 13- 122 + ... + 13-
122022 + 122024 — (22 + 32) + (22 . 122 + 32 . 122) + ..+ (22 . 122022 + 32 . 122022) + (121012)2

9

rezulta ca a se poate scrie ca o suma de 2025 patrate perfecte............... ... ... (3p)

PROBLEMA 2. Se considera numerele z = 2023*"! +2024" +n si y = n + 2024", unde n este
un numar natural nenul.
a) Sa se determine ultima cifrd a lui z, stiind ca n = 2024;

b) S& se demonstreze cd daca ultima cifrd a lui  este 5, atunci numarul y nu este patrat perfect.

Barem de corectare.

a) u(z) = u (2023410121 4 902421012 4 4) = u (346 +4) =3 ... .oii (4p)

b) Daca u(z) = 5, atunci numéarul x este impar, de unde rezulta ca n este par. Dacd n = 2k,

atunci u (z) = u (2023**! + y) = u (3 +y). Dar, cum u(z) = 5, rezultd cd u(y) = 2..(3p)

PROBLEMA 3. Pe o tabla sunt scrise toate numerele de la 1 la 2024. Victor calculeaza suma
S si produsul P al tuturor numerelor de pe tabla.
a) Care este restul impdartirii numarului S + P la 2024;

b) Dupa ce sterge unul dintre numere, Victor recalculeaza suma S si produsul P al numerelor
ramase. Sa se afle numarul sters de pe tabla, stiind ca restul impartirii numarului S + P la

2024 este 2023.



Barem de corectare.

a) S+P = (2024-2025) : 24+(1-2- ... - 2023 - 2024) = 1012-(2024 + 1)+(1 - 2- ... - 2023)-2024 =
(10124 1-2+ ...+ 2023) - 2024 4+ 1012 ... ooom oo (4p)

b) Deoarece 2024 = 23 - 11 - 23, indiferent care este numairul sters, P se imparte exact la 2024.
Astfel restul impartirii numarului S + P la 2024 este egal cu restul impartirii numarului S

la 2024. Daca n este numarul sters, atunci

2024 - 1012 + (1012 — n)

S =2025-1012 — n = (2024 + 1) - 1012 — n =
2024 - 1011 + (3036 — n)

Asadar, pentru ca restul impartirii numarului S la 2024 sa fie 2023, trebuie ca 3036 — n =

2023 € 1= 1013 ..o (3p)

PROBLEMA 4. Cate numere naturale n au proprietatea ca atat suma cifrelor cat si produsul
cifrelor acestuia sunt egale cu 127

Barem de corectare. Deoarece 12 =6-2=4-3 =2-2-3, avem cazurile:

e pentru 12 =2-2-3, deoarece 12=2-2-3-1-1-1-1-1=24+243+1+14+1+1+1, (1p)

numerele cautate sunt de 8 cifre, si se obtin permutand in toate modurile posibile cifrele

2,2,3,1,1,1,1,1; Astfel, se obtin (1+2+3+4+5+6+7) -6 = 168 de numere;..... (1p)

Asadar, sunt 30 + 42 + 168 = 240 astfel de numere........... ... ... . oL (1p)

I Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 10.02. 2024
BAREM DE CORECTARE - Clasa a VI - a

PROBLEMA 1. Sa se determine numerele naturale nenule n si r, stiind ca numerele 326, 420,

485 si 579 impartite la n dau resturile r, 2r, 3r respectiv 4r.

Barem de corectare. Din teorema impartirii cu rest, exista numerele naturale q, 2, g3 si qq,

astfel incat 4r <n g 326 =n-q +r, 420=n-qs + 2r, 485 =n-q3 + 3r, 579 =n - q4 + 4r (4p)

65 =n(qgs —q)+r n|65—r

De aici, obtinem c& (4 = ) = | =Sn|29. (2p)
94 =n(qs—qs)+r n|9%4—r

Asadar, n = 29 (cazul n = 1 nu convine), de unde se obtine ca r ="7....................... (1p)

PROBLEMA 2. Sa se arate ca:

a) numarul n = 14 2% + 20 4 . 4+ 22025 egte divizibil cu 33;

22025_1 22024
: +2 +1 -
b) fractia este reductibila.
n

Barem de corectare.

a) Deoarece n = (1 +25) + (1+2°)- 210 .. 4 (1 +25) 22020 =33 4 33 - 210 4 .. 4 33 . 22020,

rezultd cd n este divizibil cu 33..... ... (4p)

PROBLEMA 3. Cate perechi de numere naturale = si y existd, astfel incat (x,y) = 14 si
[z,y]=1-2-3-...-107

Nota. (z,y) reprezintd cel mai mare divizor comun, iar [z,y| reprezintd cel mai mic multiplu

comun al numerelor z si y.

Barem de corectare. Deoarece (x,y) = 14, existd doud numere naturale u gi v cu (u,v) = 1,



PROBLEMA 4. Fie unghiul alungit A0D. De aceeasi parte a dreptei AD, consideram punctele
B i C, astfel incat masurile unghiurilor AOB , BOC si COD si fie exprimate in grade sexagesimale

prin numere naturale direct proportionale cu trei numere naturale consecutive i m <A/O\B> <
i (BOT) <m (COD)
a) Sa se demonstreze cd m (?O\C) =60°;

b) S& se determine numarul de solutii ale problemei;

c) De aceeasi parte a dreptei AD ca si punctul B, se considera punctul E, astfel incat OF 1 OC;
Sa se calculeze masura unghiului EOF , stiind c& (OF este bisectoarea unghiului COD sica

m <A/O\B> = 40°.
Barem de corectare.

a) Daca masurile unghiurilor A/O\B, BOC si COD sunt direct proportionale cu numerele
m (A/O\B> m (B/O\C) m (C/O\D>
n—1nsin+1 unde n € N, n > 2, atunci = =
n—1 n n+1
m (A0B) +m (BOC) +m (COD) gy -
= = de unde obtinem cd m (BOC’) =60° (3p)

3n n

b) Dinn-m (A/O\B> =(n—1)m (B/OE) , cum numerele n gi n — 1 sunt relativ prime, rezulta
can | 60. Cum n # 1, n are 11 valori posibile........ ... .. ..o i (2p)
c) Dacd m <A/O\B> = 40°, atunci m (C/OB) =80°gim (E/O\F) =m (E/O\C’> +m (C'/O\F> =
00° 4 40° = 130 .\ttt (2p)

I Fiecare corector acords un numdir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 10.02. 2024
BAREM DE CORECTARE - Clasa a VII - a

PROBLEMA 1.

a) Sa se determine numarul natural n > 2, pentru care

\/5—1+\/§—\/§+ Vn—vn-1 \/nT 4 I
V1-2 V2.3 «/n—l V2023

b) S& se determine cel mai mic numar natural x, pentru care

\x—\/i\+|x—\/§\+ +‘x—\/2024|_n
-2  x—v3 T z—v2024

unde n este numarul natural determinat la punctul a).

Barem de corectare.

vk —Vk 1 1
i vk = , relatia din enunt devine 1 — — =

Vi-k+1D)  VE VE+1D ’ NG

a) Folosind egalitatea

! d d 1ta ca 2023 (4p)
— , de unde rezulta ca n = PP p
v 2023
-1, a<0
b) Deoarece — el _ = , iar suma din membrul stang are 2023 de termeni, egalitatea
a +1, a>0

lz—v2]  |z—V3] |z — 2024

are loc daca si numai daca = =.=-———— =1. Agadar = >
; -2 r—+/3 x — /2024 ;
V2024, iar cel mai mic numar natural care verifica relatia data, este 45............... (3p)

PROBLEMA 2. Si se determine numerele reale x care satisfac egalitatea {z} — {2024z} = =z,
unde {a} este partea fractionars a lui a.

Barem de corectare.

Relatia data se scrie echivalent, — {2024z} =z — {z} & — {2024z} = [z]................ .. (2p)
Dar, cum 0 < {2024z} < 1, iar [z] € Z, obtinem c& {2024z} = [x] =0...................... (2p)
Asadar, 2024r € Zsi0<ax <1...... (2p) de unde z € {2024 k:O,l,Z,...,2023} ....... (1p)

PROBLEMA 3. Fie triunghiul ABC, M mijlocul laturii BC' si punctele D si F pe latura AB, F
si G pe latura AC, astfel incat DM || CE i M F' || BG. Notdm cu N si P mijloacele segmentelor

DF, respectiv EGG. Sa se demonstreze ca punctele M, N si P sunt coliniare.



Barem de corectare. Deoarece M D si M F sunt linii mijlocii in triunghiurile BEC', respectiv

CBG, rezultda cd BD = DE §i CF = FG. .. .ooiii e (3p)

Din faptul ca M D si PF sunt linii mijlocii in triunghiurile BEC, respectiv GEC| rezulta ca
EC

MD || PF§iMD:PF:T ............................................................ (2p)

Asadar, M DPF este un paralelogram, de unde, deoarece N este mijlocul diagonalei D F, se obtine

ca punctele M, N gi P sunt ColinIare. ...........oouiniir ittt i, (2p)

PROBLEMA 4. Considerdm patratul ABCD, punctele M € (BC) si N € (CD) astfel incat
BM = CN,sifie ACNBD ={0}, AMNBN ={P}, ACNBN ={Q}, AMNBD ={H}.

a) Sa se arate cd H este ortocentrul triunghiului ABQ);

b) S& se calculeze masura unghiului OPA.

Barem de corectare.
a) Din congruenta triunghiurilor ABM si BC'N, rezulta ca BAM=CBN. ............. (2p)
Astfel, deoarece m (@) + m (@) = m (C’/B\N) + m (@) = 90°, rezulta ca
m <1@> =00 . (2p)
Cum AC 1 BD, obtinem ca AP si BO sunt inaltimi in triunghiul ABQ), de unde rezulta

cd H este ortocentrul triunghiului ABQ); ... ..ovineii e (1p)

b) Deoarece m (A/O\B> =m (z@) = 90°, rezulta ca patrulaterul ABPO este inscriptibil,
de unde m (O/P\A> =m (@) =D (2p)

'Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 10.02. 2024
BAREM DE CORECTARE - Clasa a VIII - a

PROBLEMA 1.
a) Stiind c& numerele a si b verifici relatia a® + b? — 18a — 14b + 130 = 0, sd se giseasci o

pereche de numere naturale nenule (x,y), cu proprietatea \/x + \/y = Vab;

b) Si se determiine toate numerele prime p, pentru care existd doud numere naturale nenule z
si y, astfel incat \/z + \/y = /21p.
Barem de corectare.
a) Din a® 4 b* — 18a — 14b+ 130 = 0 < (a — 9)* + (b— 7)*> = 0, se obtine (a,b) = (9,7) .(4p)
De exemplu, pererchea (z,y) = (7,28) verifica relatia /x + /gy = vV63................ (1p)

b) Dacd p = 7, atunci (z,y) = (3,108) verifica relatia \/z + \/y = V21 - 7. Agadar, problema,

are solutie daca p =3 sau p ="T.

Dacd p ¢ {3,7}, atunci avem /z + /y = 2Ip & , /% + /% = 1, de unde rezulta ca
p p
[x \/21p$ Yy 2lpy cQ
21

21p 21p  21p

Asadar, existd doud numere naturale nenule a si b, astfel incat © = 21p-a? si y = 21p - b2

Din /x + /y = /21p rezultd cd a + b = 1, ceea ce este imposibil..................... (1p)

PROBLEMA 2. Si se arate ca daca a, b, c € (0,00), astfel incat a + b+ ¢ = 1, atunci:

b) vVa + be < ﬂ; c)

2

b c a 3
+ + >
va+bc Vb+ac e+ab T 2

CO|+—~

a) ab+ ac+ be <

Barem de corectare.

1
a)3(ab—|—ac+bc)§(a+b+c)2:1:>ab—|—ac+bc§§ ................................ (2p)
2—b— 1
b) Vatbe=vI=b—crbe=/I-b{1-c) <= C:“‘g ................... (3p)

c) Folosind inegalitatile precedente si inegalitatea lui Titu Andreescu, avem

b+c+a>2b+20+2a_(b2+c2+a2)
Vatbe Vbtac Jetab a+1l b+l c+1 ab+b bc+c  ac+a

2(a+b+c) B 2 S 2 3
“ab+ac+bcta+b+c ab+ac+be+1 1
3

+1



PROBLEMA 3. Se considera rombul ABC'D cu m (@) = 120° si AC' = 6 cm. De o parte
si de cealalta parte a planului (ABC), se considera punctele P si @) astfel incat PA L (ABC),
CQ 1 (ABC), PA=CQ si DQ = 6v/2 cm.

a) S4 se determine mésura unghiului dintre dreptele CQ si PB;

b) Si se arate ca patrulaterul PBQD este romb.

Barem de corectare.

a) Din ipoteza, rezultd ca triunghiurile ABC i ADC sunt triunghiuri echilaterale cu latura
de 6 cm, iar PA = CQ = /DQ? — DC? = 6 cm. Asadar triunghiul ABP este dreptunghic
isoscel. Deoarece PA || CQ, avem m (CﬁB) =m (@) =45° (4p)

b) Fie AC N BD = {O}. Deoarece PA || CQ, PA = CQ rezulta cd PAQC este paralelogram,
de unde obtinem ca diagonalele AC' si P(Q) se injumatatesc in O. Dar, cum O este si mijlocul
lui BD, obtinem ca BD si P(@) se injumatatesc in O, de unde PBQD este paralelogram.
Cum DP = PB = 6+/2 cm, se obtine ci PBQD este romb.(3p)

PROBLEMA 4. Fie ABCDA'B'C'D’" un paralelipiped dreptunghic, O centrul sau gi punctele
M € (AB), N € (AD), P € (A A"). Notam cu @, R, S simetricele punctului O fata de punctele
M, N respectiv P. Stiind ca OM N (ADA’") ={Q}, ONN(ABB') = {R} si OPN (ABC) = {S},
se cere:

a) sd se demonstreze cd punctele ), R, S sunt necoliniare;

b) si se demonstreze cd (QRS) || (A’BD) si s se determine raportul ariilor triunghiurilor QRS
si ABD.

Barem de corectare.

a) Deoarece OM NAD' = {Q}, ONNAB' ={R} si OPNAC ={S}, .................. (1p)

A
aplicand teorema lui Menelaus in triunghiurile QOD’, ROB’ si SOC, obtinem c& @ =

AD'
RA SA 1 ) . . . .
1B - AC 2 Asadar, punctele , R si S sunt simetricele fata de punctul A a mijloacelor
Q',R ¢ S ale segmentelor AD', AB' respectiv AC. Cum punctele @', R' si S’ nu sunt

coliniare, rezulta ca nici punctele ), R, S nu sunt coliniare......................ov.... (3p)

b) Deoarece planele (A’'BD) si (Q'R'S’) coincid, cum (QRS) || (Q'R'S"), rezulta ca (QRS) ||
1

(A’BD). Cum triunghiurile QRS si A’BD sunt asemenea, avand raportul de asemanare 2

1
rezultd ca raportul ariilor triunghiurilor QRS si A'BD este VRRRRRERRERREERRERRERTRERY (3p)

I Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 10.02. 2024
BAREM DE CORECTARE - Clasa a IX - a

PROBLEMA 1. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A. Sa se arate cd daca D este proiectia
punctului A pe BC, E este punctul de intersectie al bisectoarei unghiului BAC cu BC, iar M

este mijlocul ipotenuzei BC, atunci:

a) [AE este bisectoarea unghiului ]\m;

— a 2 _, a 2\
b) AE = AD+ | 1— AM.
b+c b+c

Barem de corectare.

a) Deoarece m (@) = 90° —m (E) = m (6) = m (C'/A]\\4 > , s [AE este bisectoarea
unghiului ﬁ, rezultd cd [AFE este i bisectoarea unghiului MAD. i (2p)
ED  AD  2bc

b) Asadar, EM - AM — g2 o e (2p) de unde
— 1 — k — a? — 2bc —
A = ——AD+ ——AM = —————AD + —————AM . ... 2
N Sy 212 T a2t abe (2p)

:<bic)2ﬁ+<1—(bic)2>m .......................................... (1p)

PROBLEMA 2. Se considera sirul (z,,),,, , definit prin z; =

si

A

2
/Tpi1 + /Ty = ———, pentrun > 1.

n?+2n’
a) Sa se determine termenul general al sirului;

b) Sa se arate cd ) (2k + 1) z; < 1, pentru orice n € N*.
k=1

Barem de corectare.
1

a) Se demonstreaza prin inductie ca x,, = —————, pentru oricen € N*;........... .. (4p)
n?(n+1)
n no 2k+1 no (1 1
b) Folosind punctul a), avem 2k + 1)z = —_ = <— — —) =1-
) ) PR = 20 (k+1)° =\ (k+1)°
1
S P (3p)

(n+1)°



6 6 6 2

Nota. {a} reprezintd partea fractionara a numarului a.

PROBLEMA 3. Sa se rezolve ecuatia {x + 1} + {x + §} + {x + ?} _ 3 (22 — 1).

1 3 5 1 3
Barem de corectare. Ecuatia se scrie echivalent x + -+ 4+ -+ 2+ = — {x + —] — {’E + —} -

6 6 6 6 6
LY N O PO ORI [ O] B PR (4p)
r+ | =3x— = T+ = T+ = e e e T
6 2 6 6 6 P
. . . . 1 3 5 1

Dar, cum din identitatea lui Hermite, {:z: + 6] + |z + 6} + lx + 6] = [?m + 5] e (2p)
. . 1 5 7

ecuatia devine |3z + 5| = 3, de unde = € T RRRR R LR LR E PR E P RERPRERPRERPRERTES (1p)

PROBLEMA 4. Sa se arate ca, daca a, b si ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi, atunci

a n b n c
b+c—a a+c—b a+b—c

Barem de corectare. Deoarece a, b si ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi, numerele x =
b+c—a,y=a+c—bsiz=a+b—csunt pozitive........... ..o (1p)
Daca notam cu F expresia din stanga, atunci
1 +z r+z T+
E=-> (y + T2 y>
x Y z

'Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice alta rezolvare corectd se puncteazs corespunzitor.



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 10.02. 2024
BAREM DE CORECTARE - Clasa a X — a

PROBLEMA 1. Sa se arate cd daca u gi v sunt doud numere complexe, astfel incat |u| = |v] si

2 |lu+v| > |u+3v|, atunci u = v.

Barem de corectare. Evident, u =0 v =0. ... ..ot (1p)
Dacd u,v € C*, atunci daca notam z = E, relatile din enunt se scriu |z| =181 2+ |z + 1| > |z + 3.
Avem2-|z+1|2|z+3|(:)4-|z+1|202|z+3|2 .......................................... (2p)
sau, echivalent 4-(z + 1) (z + 1) > (¢ +3) (2 +3) @4 (|2 + (2 +2) +1) > |2’ +3(z +2)+9 &
4((z+2)+2)>3:2+2)+10e2+Z2>2 Rez > 1o (3p)
de unde, deoarece |z| =1, se obtine cd z = 1, adicd u = v. ..ot (1p)

PROBLEMA 2. Si se arate ca dacd n € N* iar a,b,c € (0,1) sau a,b,c € (1,+00), atunci

1 . 1 + 1 S 3
log, (bc™)  log, (ca™) = log.(ab®) — n+1

Barem de corectare. Notam A = log,a, B = log,b, C = log,c, unde z € (0,1), daca

a,b,c € (0,1) sau x € (1,+00), dacd a,b,c € (1,400). Astfel A,B,C>0.................. (1p)
1
Daca notam E = + + , atunci din inegalitatea lui Titu Andreescu obtinem
log, bc™  log, ca™ = log, ab™
A B C
B = e
nC’+B+nA—|—C+nB+A (3p)
A2 B> C? (A4 B+ C)?
= + + > ... (2p)
nAC + AB  nAB+ BC nBC+ AC ~— (n+1)(AB+ AC + BC)
1 A%+ B+ C? 3
= 2 > 1
n+1<AB+AC’+BC+ )_n—i—l (1p)

PROBLEMA 3. Fie M CR, M # {0} si f: M — M o functie bijectiva cu proprietatea ca
f@)+ftz)=2, VxeM.

a) S4 se arate cd M este o multime simetrica si ca functia f este impara;

b) Si se dea un exemplu de functie cu aceste proprietiti.

Nota. O multime M C R se numeste simetrica, dacd are loc © € M < —x € M.x



Barem de corectare.

a) Fie 2 € M. Din relatia datd, inlocuind z cu f (x), rezultd c¢a (f o f) (z) + 2 = f(x). .(2p)

Dar, cum f (z) =z — f~" (z), se obtine ci (f o f) (z) + f7' (z) = 0= (fo fo f)(x) + 2 =

0= —x=(fofof)(z) € M. (2p)
Din (fo fo f)(x) = —wavem (fo fofof)(z)=—f(z)= f((fofof)(x)) =—f(z)=
F () = = () e e (2p)

b) De exemplu, functia f: M — M, unde M = {0,£1,+2 43}, definita prin

T -3 —2 —1 0 1 2 3
flz) -2 1 -3 0 3 -1 2
satisface cerintele problemei. .. ... ... i (1p)

PROBLEMA 4. Se considera patrulaterul convex ABCD, mijloacele M, N,P si () ale
segmentelor AB, BC', C'D, respectiv AD si punctele E, F,G si H situate pe segmentele AN,

FA FB GC HD
BP, CQ, respectiv DM, astfel incat N - FP - e = HM;

a) Sa se arate ca EFGH este paralelogram daca si numai dacd ABCD este paralelogram;

b) S& se demonstreze ca daca diagonalele patrulaterului ABCD sunt congruente si

perpendiculare, atunci G | FH.

Barem de corectare. Fie z, afixul punctului A, 2z afixul punctului B, s.a.m.d.

Cum M, N, P si  sunt mijloacele segmentelor AB, BC', C'D, respectiv AD, avem z,; = A —g ZB,
ZN:ZB+ZC,zp:ZC+ZD,zQ:ZA+ZD. .............................................. (2p)
2 2 2
Dack notam EA _ FB _ GC _ HD . atundi 2p — Za+ k- 2y _ 224+ k- (2B + 20)
EN FP GQ HM ’ k+1 2(k+1) ’
respectiv o = 2ZB+]{7' (Zc+ZD> e = 2ZC+]€' (ZA+ZD> §i - 2ZD+k'(ZA+ZB).(2p)
2(k+1) ’ 2(k+1) 2(k+1)

a) Folosind aceste relatii, se demonstraza echivalenta zg + 2¢ = 2rp + 2y < 24+ 2¢ = 2B+ 2p,

adica EF'GH este paralelogram daca si numai dacd ABC'D este paralelogram . ... .... (1p)
b) Daca diagonalele patrulaterului ABC' D sunt congruente si perpendiculare, atunci O A
ZD — ZB
RE — RG

+i, de unde se obtine ca =di,adicA EG L FH. ..., (2p).

ZF —RH

' Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 10.02. 2024
BAREM DE CORECTARE - Clasa a X1 — a

PROBLEMA 1.

a) S& se determine valorile lui a si b, astfel incat

lim <a€/x3+bx2+a+b\/x2+am+b—5x> =5;

r—00

(n+3)!
K22k 42
b) S& se calculeze lim ( +Z 3 k—:—l k;++ 2),)

Barem de corectare.

a) Fie L = lim (a\/x3+bx2+a+b\/x2+(m+b—5x

Deoarece pentru a + b # 5, |L| = hmx \/1—1— +——|—b\/1+ +——5 = 400,
pentru ca limita sa fie finita este necesar caa +b=>5. ... ... .. il (2p)
b 5ab
Astfel, L = lim,_,, (a (\3/a:3+bx2+a—x) +b(\/:c2+a:c+b—x)) = a-§+b- g = %,
deunde L=5<a+b=5siab=6< (a,b) = (3,2) sau (a,b) = (2,3) ..cceevoen.... (2p)
b) Deoarece
R 42k42 O 1 1 1 1 (2p)
“k(k+1)(k+2)! = \kE+D! R+D(R+2)!) 2 (+1)n+2)!0 7 P
—(n+3)!
o . —1 SN (1 41) (0 + 2)!
limita din enunt este lim || 1+ =c . (1p)
) AR ey
VI . . . 2, +1
PROBLEMA 2. Se considera sirul (7,),,, definit prin zo > 1 §i 2,41 = ey pentru
xn

n € N. Sa se studieze convergenta sirului (), >0 S sd se calculeze lim n? (\ [Ty — 1) :

Barem de corectare. Deoarece z,,1 —1 = Tn _T_ , inductiv se demonstreaza ca x, > 1, pentru
Tn
OTICE M € N L (2p)
1 - n 1 n . 9
Astfel, cum z,, 1 — 2z, = (1-z )i 2+ n) < 0, sirul este descrescator. .................... (2p)
Tn

Asadar, sirul (xn>nzo este convergent. Trecdnd la limita in relatia de recurenta, se obtine ca

T (1p)

n—oo



T — 1 T, — 1 xn_1—1<xn_2—1<. To —

C —1= < , n—1< , d d
um Tgyq Tt 2 2 3 avem x 2 3 32 2 3 € undae
n n To— 1 To— 1 n
‘TZQ (w/l'n - 1)| = W (ZE’n - 1) < = —— - — — 0. A§adar,

7 10

PROBLEMA 3. Si se rezolve in M, (R), ecuatia matriceald X? = A, unde A =
15 22

Barem de corectare. Din teorema lui Hamilton-Cayley, X? = tr X - X — det X - I, iar din

det X? = det A =4, obtinem cd cd det X = 42, ... (2p)
Astfel, X? = tr X - X £ 205, iar ecuatia devine tr X - X = A £ 2[5, de unde X = trLX (A£20).
Urma lui X se determing din (tr X)? = tr (tr X - X) = tr (A+2L) =tr A+ 2trlh.......... (3p)
Asadar,

e Dacii det X = 2, atunci tr X = £1/33, de unde X = j:L O IR (1p)

V33 \ 15 24

1 2
e Daca det X = —2, atuncitr X = 45, deunde X =+ | ...l (1p)

PROBLEMA 4. Se considerd matricea A € M, (R). Si se arate ci dacd tr A2%?* = 1 gi
det (42928 4 A2022 + 4+ A4 [,) =0, atunci det A = 0.
Barem de corectare.

Dacd B = A% atunci, din B — I, = A*% — [, = (A — L) (A®% + A2022 + | + A+ [,) rezulta

Cl et (B — Lo) = 0.ttt (3p)
Fie acum f(z) =det (B—z-L)=2>—trB-z+det B=2?>—x+detB. ................ (3p)
Cum f (1) =det (B—1I3) =0, obtinem cidet B=0=det A=0........c.cociiiiiiiia.. (1p)

I Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 10.02. 2024
BAREM DE CORECTARE - Clasa a XII - a

PROBLEMA 1. S4i se calculeze:
/2 — cos? x + sin 2x
a)

———dx; b) / arcsin (cos?°?3 1) dx.
l+e?+sin“z 0

Barem de corectare. Avem:

2 — cos? x + sin 2z —e % 4+ sin2x
de = 1 dr =x+1In (1 + e ® + sin? C(3
a)/ 1+ e +sin’x o /( +1+e—x+sin2m) r=z+n(l+e™ +sin’z) +C(3p)

T s
b) Dacd I = / arcsin (cos?°?3 z) dz, prin substitutia 5 — T = t, se obtine c&
0
3
I= / aresin (sin®? z) dz. ... (3p)
-3
Dar, cum functia f (z) = arcsin (sin®**® z) este impard, rezultd ca I =0............... (1p)

PROBLEMA 2. Fie G un grup cu 10 elemente, cu elementul neutru e. Sa se arate ca daca
existd doud elemente distincte a,b € G \ {e}, astfel incat a? = b? = e, atunci grupul G nu este

abelian.

Barem de corectare. Deoarece a # b si a® = b* = e, rezultd cd ab ¢ {e,a,b} . Asadar, multimea

H ={e,a,b,ab} are 4 elemente. ........ ... ... i (4p)
Daca grupul G ar fi comutativ, atunci multimea H ar fi un subgrup al lui G,............... (2p)
ceea ce contrazice teorema lui Lagrange, deoarece 41 10. ... ..., (1p)

PROBLEMA 3. Si se determine functia f : R*—R pentru care multimea

G={ A®z) = §f§x> z € R*

are o structura de grup abelian in raport cu operatia de inmultire a matricelor.

Barem de corectare.

Deoarece, pentru orice elemente =,y € R*, A(z)- A(y) = A(y) - A(x), obtinem ci

z-fy)+f@)=y-f@)+fy) -1 -f)=@-1) f(y).

Asgadar, pentru y = 2 se obtine cd f(z) =a(r—1),undea ER........... ...l (4p)



Astfel,

Alx) = , Yz eR"

siA(z)-A(y) =A(x-y) € G, Vz,y € R*. Cum operatia de inmultire a matricelor este asociativa,
1

L=A(1)eGsiA(x)'=A (—) € G, V x € R* rezultd cd G este un grup abelian. ..... (3p)
T

PROBLEMA 4. Fie f : R —R o functie continua si /' : R —R o primitiva a lui f. Sa se arate

ca nu exista a, b € R*, astfel incat
flax —bF (x)) =azx+b, VaxeR.

Barem de corectare. Presupunem ca exista doua numere a,b € R* care verifica relatia din
enunt.

Consideram functia g : R —R, definita prin g (z) = ax — bF (x).

Astfel, din f (g (x)) = ax + b obtinem c& functia f o g este bijectiva, de unde rezulta cd g este
injectiva, iar f este SUIJECtIVA. .. ...t (3p)
Din faptul cad functia ¢ este continud si injectiva, obtinem c& ¢ este strict monotond. ...... (2p)

Dar, cum g este derivabild, cu ¢’ (z) = a — bf (z), rezulta ca
a—bf(r)<0,VzeR sau a—-bf(x)>0,VzeR

ceea ce contrazice surjectivitatea lul f.... ... . . (2p)

'Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazs corespunzitor.



