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PROBLEMA 1. Sa se afle suma numerelor naturale a, b, c,d, e pentru care, in fiecare dintre

perechile de mai jos, diferenta posibila intre numere este cea mai mica:

(3a, 2023), (7b+5, 2023), (13c+5, 2023), (d°, 2023), (2°, 2023).

(De exemplu, pentru perechea (4, 9), diferenta posibild este 9—4, iar in perechea (14, 9), diferenta
posibild este 14 — 9)

PROBLEMA 2. Cu cifrele 1,2,3 si 4 se formeaza doua numere diferite, avand fiecare patru

cifre distincte. Aratati ca niciunul dintre aceste numere nu se divide cu celalalt.

PROBLEMA 3.

a) Scrieti numarul 252525 ca suma de 6 patrate perfecte distincte nenule.

b) Demonstrati céd exista cel putin 27 de numere de forma gbab . .. ab care se pot scrie ca suma
—_—

2022 cifre
de 2022 patrate perfecte distincte nenule.

PROBLEMA 4. Pe o tabld sunt scrise trei numere naturale nenule distincte.

e Andra imparte cele trei numere de pe tabla la 6 si obtine resturi egale cu 1 sau cu 3;

e Carla aduna doua cate doua numere de pe tabla si imparte de fiecare data rezultatul la 6,

obtinand resturi egale cu 0 sau cu 4, cel putin cate un rest din fiecare;
e Matei aduna cele trei numere de pe tabla si imparte suma la 6.
a) Ce rest a obtinut Matei?

b) Aflati numerele scrise pe tabla, stiind ca suma celor mai mici doua numere de pe tabla este

82, iar suma celor mai mari doua numere de pe tabla este 96.

! Timpul efectiv de lucru este de 2 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazid de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1. Fie n € N. In jurul punctului O se construiesc unghiurile 4;0A4,, A,0A;,
A30A4, ceey AngAl, astfel incat <IA10A2 = ]_O, <IA20A3 = 20, <IA30A4 = 30, ceey <fA220A23 =
= 22°, iar <Ay30A; = n°. Sa se arate ca:

a) <Az30A; este unghi obtuz;

b) bisectoarele unghiurilor <4150 A3 si <A150 A1 sunt perpendiculare;

c) OAjs si OAy sunt semidrepte opuse.

5
PROBLEMA 2. Fie z si y doud numere naturale nenule, pentru care rto_ ¥

y y—17

a) S se demonstreze ca 5|x si 7]y;

< . . v .Y
b) S& se determine cea mai mare valoare posibila a raportului =.
x

PROBLEMA 3. Profesorul de matematica scrie pe tabla cifrele: 1,1,1,8,8,8. Alexandra iese
la tabla si scrie toate numerele de 6 cifre, asa incat in fiecare numar sa apara toate cifrele scrise

de profesor pe tabla.

a) S4 se arate c& suma numerelor scrise de Alexandra este divizibila cu 63;

b) Aflati cel mai mare divizor comun al numerelor scrise de Alexandra pe tabla.

PROBLEMA 4. Tatal lui Andrei are intr-o urna 36 de bile, numerotate de la 1 la 36 si extrage
la intdmplare 6 dintre ele. Andrei are la dispozitie 9 cartonase si trebuie sa scrie pe fiecare cate 6
numere dintre numerele naturale de la 1 la 36. Un cartonag se numeste castigator daca nu contine
nici unul dintre cele 6 numere extrase de tatal siu. Pentru a iesi la joacd, Andrei trebuie sa aiba
cel putin un cartonag céastigator. Poate gasi Andrei o strategie sa mearga la joaca? Justificati

raspunsul.

! Timpul efectiv de lucru este de 2 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazid de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1.

a) Aflati numerele ragionale p si ¢ stiind ca p (\/ 12 — 1) +q (5 — 108) =p—1;

1 1 1 1
+ + + ..+ .
VI+vV2  V2+vV3 V3+V4 V2022 + /2023

mai mic numar natural n cu proprietatea ca a < n.

b) Fie numarul real a = Aflati cel

PROBLEMA 2. Si se demonstreze ca:

a) Dacd n este un numir natural impar, atunci restul impartirii numarului n? la 4 este 1;
b) Daca p si ¢ sunt numere prime, atunci /p? + 2¢? este un numar irational;
c) Existd o infinitate de perechi (p, q) de numere naturale nenule, pentru care /p? + 2¢> este

un numar rational.

PROBLEMA 3. In pitratul ABCD considersm M mijlocul laturii [AB], N mijlocul laturii
[BC], ANNDM ={P} si CPNAB = {Q}.

a) Demonstrati cd patrulaterul PM BN este inscriptibil;

b) Daca AB = 8 cm, calculati AQ.

PROBLEMA 4. Se considera un patrat cu lungimea laturii de 2023 c¢m, care se imparte in

20232 patritele cu latura de 1 em. Se coloreazi cu albastru n dintre centrele acestor patratele.
a) Aratati ca daca n = 4045, atunci colorarea se poate face astfel incat oricare patru dintre
punctele albastre sa nu fie varfurile unui paralelogram.

b) Aratati ca daca n = 4046, atunci indiferent cum se face colorarea exista patru puncte albastre

care sa fie varfurile unui paralelogram.

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazid de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1. Aflati numerele prime p care au proprietatea ci 2p® —3p+1 este pétrat perfect.
PROBLEMA 2. In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’ cu AB = 12 em si BC =
= BB’ = 6/2 ¢m, se considers mijloacele M si N ale segmentelor AB, respectiv C'D'.

a) Sa se demonstreze cd (A'DN) || (B'CM);
b) Sa se demonstreze ca BD' L (B'CM);
c) Sa se afle distanta dintre planele (A'DN) si (B'CM).

PROBLEMA 3. S& se demonstreze ca:

a?® + v?

a) 5 > ab, oricare ar fi a si b doua numere reale diferite;
b) 1 n 1 - 1 - 1011
2-1242-1+1  2-2242-241 7 220222 4+2-2022+1 2023

PROBLEMA 4. Fie A, B,C, D patru puncte necoplanare, F/ si F' mijloacele segmentelor AC,
respectiv BD, astfel incat AD = BC, AC = BD = 2v/15 ¢m, iar 2EF = AB = CD = 2V/5 cm.
a) Ardtati ca triunghiul DEB este isoscel.
b) Calculati distanta dintre dreptele AC' si BD;
c¢) Aflati masura unghiului dintre dreptele AC si BD.

!'Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazid de la 0 la 7.
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vm+ /5
Vvn+1

PROBLEMA 2. S se rezolve in R ecuatia [z]” + 4z + {z} + V3 = 0.

PROBLEMA 1. Sa se determine m,n € N, astfel incAt numarul sa fie rational.

PROBLEMA 3. Sa se arate ca:
a) Daci a,b,c € (0,4+00), atunci are loc inegalitatea a + b + ¢ > vVab + vbc + v/ca;

b) Daci a,b,c € (0,400), atunci are loc inegalitatea

Va Vb ve
Viiove Verava  Jataho o

PROBLEMA 4. Fie triunghiul ABC' cu laturile de lungimi BC' = a, AC' = b, AB = csi
A" e (BC), B' € (AC), C" € (AB) picioarele bisectoarelor unghiurilor triunghiului.

Sa se arate ca:

— c —
-AB + - AC;
b+c b+c

b) Triunghiul ABC este echilateral, daca si numai dacd a- AA"+b- BB +c¢-CC' = 0.

—
a) AA" =

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazid de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1.

a) Si se determine valorile lui z € C, pentru care 2% + 2 |z]2 —4=0.

c
b) Si se arate ci dacd a,b,c € R* gi 2z € C \ R, astfel incat az?+ bz +c = 0, atunci |z| < 2 ‘l_)‘ .

PROBLEMA 2. Si se arate cd dacd z € C cu |z| = 1, atunci:

a) V2 <|1— 2|+ |1+ 22 < 4
b) 2< [z 4+ 1]+ ]2 — 1] < 2V2.

PROBLEMA 3. Si se determine valorile reale ale lui z, pentru care 2/2z — 1 = 23 + 1.

PROBLEMA 4. Si se determine functiile f : (0,400) — R, care satisfac conditiile:
a) f(z) <lnz,Vz € (0,400);
b) flz-y) < flx)+ f(y), V 2,y € (0,+00).

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazi de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1. Fie matricele A,B € M, (C), astfel incat det (A+ B) = detB # 0 si

tr (AB™1) # 0. Ardtati cd matricea A este inversabila.

PROBLEMA 2. Sa se determine numarul a > 0, stiind ca partea intreagd a numarului

(n? —n) (Ya—1) este egald cu n — 1, pentru orice n € N, n > 2.

PROBLEMA 3. S& se calculeze:

n

2023! 1 1\
I : b) lim (sin— 2.
a) Jim ; (k+1) (k+2)... (k +2023)° ), tim (Sm ;s ;c)

PROBLEMA 4.

a) Fie matricele A, B € M, (C). S& se determine numerele z si y, stiind ca

r 7 ) 1 10
AB = si BA =

18 7 3y
b

b) Fie matricea A = ,cua € (0,1)sibeR.

a
0 a
(¢) Sa se arate cd exista doud siruri de numere reale (ay,),~; si (bn),~; , cu proprietatea ca
" an by : .
At = , pentru orice n € N*;

0 a,

(77) Sa se calculeze lim (a3 +ag+ ...+ a,) si lim b,.

n—-+o0o n—-+o0o

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazid de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1. Fie (G,-) un grup cu elementul neutru e i a € G \ {e} un element cu

proprietatea cd x = a~! - 271 - a?°?3, pentru orice z € G.

a) Sa se determine ordinul lui @ in grupul Gj

b) S se demonstreze cd grupul G este abelian.

PROBLEMA 2. Fie (G,-) un grup finit, f : G — G un automorfism al lui G si functia
h:G — G, definitd prin h (z) = 271 f (z).
a) S se demonstreze cd f are un singur punct fix, daca si numai daca functia h este bijectiva;

b) S& se demonstreze ca dacd f are un singur punct fix si f o f = 1g, atunci grupul G este

comutativ.

Nota. Un element a € G se numeste punct fix al functiei f : G — G, dacd f (a) = a. Despre un

morfism de grupuri f : G — G se spune ca are un singur punct fix, daca f (z) =z < z =e.
PROBLEMA 3. Sa se calculeze:

z (2?2 +1)
a) [:/m6—3:p4+3x2—1dx’ z € (1,400);

b .
n b n
b)J:/ c+asin"x + COS$dz,undenEN*’c>0,iara,b€(0,%) cua—i—b:g,

4c + m (sin” o + cos™ x)

PROBLEMA 4. Consideram girul (I,,) definit prin Iy = — si [,, = / ’ tg?" x dz, pentru
0

neN

n € N*. S se arate ca:

a) I, + I = , pentru orice n € N;

1
2n+1
b) sirul (I,),cy este descrescator, lim I, =0si lim nl, = —

n—-+o00 n——+00
. = (—l)k s
1 =,
© m (Z 2%k+1) 4

k=0

Y

! Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazid de la 0 la 7.



