OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 25.02. 2023
BAREM DE CORECTARE - Clasa a V - a

PROBLEMA 1. Sa se afle suma numerelor naturale a, b, c,d, e pentru care, in fiecare dintre

perechile de mai jos, diferenta posibila intre numere este cea mai mica:

(3a,2023), (7b+5,2023), (13c+5,2023), (d?,2023), (2°2023).

(De exemplu, pentru perechea (4,9), diferenta posibila este 9 —4, iar in perechea (14, 9) , diferenta
posibild este 14 — 9.)

Barem de corectare. Avem:

2023 =3-674+1=>a=674....... (1p) 2023 = 7289 = b=288........ (1p)
2023 = 13- 155+ 8 = c = 155...... (2p) 2025 =452 = d =45............ (1p)
2048 =2 = e =11 ............... (1p)

Suma cerutd este a +b+c+d+e=1173 .. . (1p)

PROBLEMA 2. Cu cifrele 1,2,3 si 4 se formeaza doua numere diferite, avind fiecare patru

cifre distincte. Aratati ca niciunul dintre aceste numere nu se divide cu celalalt.

Barem de corectare.

Fie a si b cele doud numere. Deoarece 1 +2+3+4=10=3-3+ 1, rezulta ca a = 3k + 1
sib=3l+1,unde k, 1 € N . (3p)

Pentru fixare sa luam a < b. Cel mai mic numar format cu aceste cifre este 1234, iar cel mai

mare este 4321; TeZUIA CA D < 4. . oottt (1p)

Cum 0 < a < b, avem doar posibilitatea a|b, de unde b = 2a sau b =3a................ (1p



PROBLEMA 3.

a) Scrieti numarul 252525 ca suma de 6 patrate perfecte distincte nenule.

b) Demonstrati ca exista cel putin 27 de numere de forma gbab . .. ab care se pot scrie ca suma
—_——

2022 cifre
de 2022 patrate perfecte distincte nenule.

Barem de corectare.

a) Numarul 252525 se poate scrie astfel:
252525 = 25 - 10* + 25 - 102 4 25 = 25 (10" 4 10% + 1) = (32 + 4?) (10" + 10* + 1)

=32 (10" + 10> + 1) +42 - (10* + 10> + 1)
= (3-10%)" + (3-10)” + 3% + (4-10%)" + (4- 10)* + 42
b) Numaérul din enunt se scrie astfel:
%' 102020 _{_% 102018+ _{_%:% (102020+ 102018+ ce 1) )

In continuare vom determina acele numere ab care se pot exprima ca suma de doua patrate

perfecte distincte. ... o (2p)
Avem urmatoarele posibilitati: ....... ... . (2p)
12432=10 22+32=13 324+42=25 42+52=41 524+62=61 B6°+T7° =85
12+42=17 2244>=20 3*+52=34 424+6>°=52 52+ 7*=T4
12452=26 22+52=29 324+6*2=45 U +T7° =65 52+ 8% =289
12462=37 22+62=40 3*+72=58 424+82=280
12+72=50 224 7*=53 32+8 =73 42+9>=097
1°+ 8% =65 2°+8* =68 3°+9*=90
12+92=82 R2°4+9° =85
Asgadar, existd cel putin (74+ 74645+ 3 + 1) — 2 = 27 de astfel de numere......... (1p)

PROBLEMA 4. Pe o tabld sunt scrise trei numere naturale nenule distincte.

e Andra imparte cele trei numere de pe tabla la 6 si obtine resturi egale cu 1 sau cu 3;

e Carla aduna doua cate doua numere de pe tabla si imparte de fiecare data rezultatul la 6,

obtinand resturi egale cu 0 sau cu 4, cel putin cite un rest din fiecare;
e Matei aduna toate numerele de pe tabla si imparte suma la 6.
a) Ce rest a obtinut Matei?

b) Aflati numerele scrise pe tabla, stiind cd suma celor mai mici doua numere de pe tabla este

82, iar suma celor mai mari doua numere de pe tabla este 96.



Barem de corectare.

a)

Fie a, b si ¢ cele trei numere. Resturile obtinute de Andra prin impartirea la 6 pot fi doar 1
sau 3. Daca doud dintre numere dau restul 1 prin impartirea la 6, atunci restul impartirii
sumei lor la 6 va fi egal cu 2, imposibil, deoarece Carla a obtinut doar 0 sau 4 ca rest. De
asemenea, nu este posibil ca toate cele trei numere sa dea restul 3 prin impartirea la 6,
deoarece Carla nu ar obtine si restul 4. Astfel rezulta ca doua dintre numere dau restul 3

prin impartirea la 6, iar cel de-al treilea da restul 1 prin impartirea la 6. ............. (3p)

Fie, de exemplu, a = 6x+3, b=06y+3, ¢=6z+1.Rezultacaa+b+c=6(zx+y+2)+7=
6(z+y+ z+1)+ 1, adica restul obtinut de Matei este egal cu 1..................... (1p)

Observam ci nu se poate ca a i b sa fie cele mai mici numere, deoarece 6|a+b, deci a+b # 82.
Dacé a + ¢ = 82 (cazul b+ ¢ = 82 este analog), atunci 6 (z + z) = 78, deci z + z = 13.

Observam ca a si b sunt cele mai mari numere, deunde v +y=15................... (2p)

! Fiecare corector acords un numdir intreg de puncte;

2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazs corespunzitor.



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 25.02. 2023
BAREM DE CORECTARE - Clasa a VI - a

PROBLEMA 1. Fie n € N. In jurul punctului O se construiesc unghiurile 4;0A,, A5OAs;,
A30A4, ceey AQgOAl, astfel incat <IA10A2 = 10, QAQOAg = 20, <IA30A4 = 30, ...,<IA220A23 =

= 22°, iar <Ay30A; = n°. Si se arate ca:
a) <tAy30A; este unghi obtuz;

b) bisectoarele unghiurilor <450 A3 si <A180 A1 sunt perpendiculare;

c) OAs gi OAy sunt semidrepte opuse.

Barem de corectare.
a) Deoarece <A10Ay + <CA30A3 + ... + <A50A33 = 1°4+2° + ... 422° =253°, ...... (1p)

rezultd cd <Ay30A; = 360° — 253° = 107°, adicd <<A230A; este un unghi obtuz; ... (2p)

b) Fie semidreptele OB si OC' bisectoarele unghiurilor <<A;30A;3, respectiv <tA150 Aqg.

Deoarece <BOA13 =6°, iar <A150C = 9° ... i (1p)
obtinem ca <BOC =6°+13°4+14°+15°+16°+17°4+9°=90°................. (1p)
c) Deoarece <<AsOAy =5°+6°+T7°+...+19° = 180°, rezulta ca semidreptele O A5 si O Ay
SUIIE OPUSE -+« « v et ettt et e et e e e et e e et et e e e e e e e e (2p)
. . o T+5 x
PROBLEMA 2. Fie z si y doud numere naturale nenule, pentru care = -
Y Y-

a) Sa se demonstreze ca 5|x si 7]y;

o . . 1w .Y
b) S& se determine cea mai mare valoare posibila a raportului =.
x

Barem de corectare.

) ) 7
a) Din Ao _ ¥ & —=——,seobtineby —35="Tx...... . ... (2p)
x y—7 x y—71
de unde rezultd ca 5|z 1 T|Y oo on i (2p)
. Ly T T
b) Din 5y = 7z + 35 se obtine = = — + RS E LR R T SRR PR T L CSRE R PRRSRTRRRRY (2p)
r x

. ) . e 1o .
Cea mai mare valoare a raportului = se obtine pentru cea mai mica valoare posibila a lui z,
x

14
adicd x = 5. Obtinem de aici cd y = 14 si valoarea maxima a raportului Y este T (1p)
x

PROBLEMA 3. Profesorul de matematica scrie pe tabla cifrele: 1,1,1,8,8,8. Alexandra iese
la tabla si scrie toate numerele de 6 cifre, aga incat in fiecare numar sa apara toate cifrele scrise

de profesor pe tabla.



a)
b)

Sa se arate ca suma numerelor scrise de Alexandra este divizibila cu 63;

Aflati cel mai mare divizor comun al numerelor scrise de Alexandra pe tabla.

Barem de corectare.

a)

Deoarece 1 +1+ 1+ 8+ 8+ 8 = 27, rezulta ca fiecare numar scris de Alexandra pe tabla se

divide CU O ..o (2p)

Daca x este un numar scris de Alexandra pe tabla, atunci numarul z — 111111 are toate
cifrele 0 si 7, adica se divide cu 7. Cum 111111 = 7 - 15873, obtinem ca si numarul = se

dIVIde CU 7 .o (2p)

acestora se divide cu 63. ... ... (1p)
Daca d este cel mai mare divizor comun al numerelor scrise pe tabld, atunci din d|181881 si
d|181818 rezulta ca d| (181881 — 181818), adicaA d|63 . ... ...ooviiiiiiiiiii. (1p)
Dar, cum toate aceste numere se divid cu 63, rezulta ca 63|d, adici d =63 ........... (1p)

PROBLEMA 4. Tatal lui Andrei are intr-o urna 36 de bile, numerotate de la 1 la 36 si extrage

la intdmplare 6 dintre ele. Andrei are la dispozitie 9 cartonase si trebuie sa scrie pe fiecare cate 6

numere dintre numerele naturale de la 1 la 36. Un cartonas se numeste castigator daca nu contine

nici unul dintre cele 6 numere extrase de tatal sau. Pentru a iesi la joaca, Andrei trebuie sa aiba

cel putin un cartonag castigator. Poate gasi Andrei o strategie sa mearga la joaca? Justificati

raspunsul.

Barem de corectare. O strategie posibila pentru Andrei este urmatoarea:

e El imparte numerele in 9 grupe, astfel:

Gl: 1,2,3 G4: 10,11, 12 G7: 19,20,21,22,23, 24
G2: 4,5,6 G5: 13,14, 15 G8: 25,26,27,28,29,30  creiiiininn. (1p)
G3: 7,8,9 G6: 16,17, 18 G9: 31,32,33,34,35,36

e Apoi, imparte cartonasele in 3 categorii si scrie pe ele astfel:

Categoria I ~ primul cartonag contine numerele din G1 si G2
al doilea contine numerele din G1 si G3

al treilea contine numerele din G2 si G3

Categoria II  primul cartonas contine numerele din G4 si G5
al doilea contine numerele din G4 i G6 ...l (1p)

al treilea contine numerele din G5 si G6
Categoria III  primul cartonas contine numerele din G7
al doilea contine numerele din G8

al treilea contine numerele din G9



Analizam cazul cel mai putin favorbil pentru Andrei:

Pentru ca niciunul dintre cartonasele din categoria I sa nu fie castigator, trebuie ca minim

[ J
doua dintre bilele extrase sa fie numerotate cu numere din grupele G1, G2, G3. ..... (1p)

e Analog pentru cartonasele din categoria II. .......... ... ... .. ... i (1p)

e Deci, pentru ca niciunul dintre cartonasele din categoriile I si II sa nu fie castigator, trebuie
ca minim 4 dintre numerele de pe bilele extrase sa fie de la 1 pana la 18.

e Pentru ca niciunul dintre cartonasele din categoria III sa nu fie cagtigator, trebuie ca fiecare
cartonag din aceasta categorie sa contind minim un numar dintre cele extrase din urna. Ar
rezulta 7 numere, dar s-au extras doar 6. ......... ... (2p)

In concluzie, indiferent care bile vor fi extrase, Andrei va merge la joacf. ................. (1p)

I Fiecare corector acords un numdir intreg de puncte;

2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazs corespunzitor.



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 25.02. 2023
BAREM DE CORECTARE - Clasa a VII - a

PROBLEMA 1.
a) Aflati numerele rationale p si ¢ stiind c& p (\/ﬁ — 1) +q (5 — 108) =p-—1;

b) Fie numarul real
1 1 1 1
a= + + + o+ .
VI+V2 V2+V3 VB+V4 V2022 + /2023

Aflati cel mai mic numar natural n cu proprietatea ca a < n.

Barem de corectare.

a) Egalitatea se scrie echivalent (2p —6¢)vV3 =2p —5¢ — 1. ..o, (1p)

relatia de mai sus rezultd cA 2p — 6 =2p — 5 —1 =0, .cooiiiiiiiiiiiin.. (1p)
de unde se obtine solutia p =3 i g = 1. ..ot (1p)
b) Dupi rationalizarea numitorilor, se obtine a = /2023 — 1 ..............ccoooiiiia.. (2p)
Din a < n, obtinem v2023 <n 412023 < (n+1)% ... ... (1p)
de unde, n minim este 44 .. ... ... (1p)

PROBLEMA 2. Si se demonstreze ca:
a) Dacd n este un numar natural impar, atunci restul impartirii numarului n? la 4 este 1;
b) Daca p si ¢ sunt numere prime, atunci \/m este un numar irational;
c) Existd o infinitate de perechi (p,q) de numere naturale nenule, pentru care \/m este
un numar rational.
Barem de corectare.

a) Deoarece n = 2k +1 = n? =4 (k* + k) + 1, restul impartirii numé&rului n? la 4 este 1.(2p)

b) Presupunem contrariul. Astfel, daca p si ¢ sunt doud numere prime pentru care y/p? + 2¢> €
Q, atunci rezulta ci numarul p? 4 2¢? este patrat perfect. Asadar, existd un numér natural

a, astfel INCAL P2 + 2¢% = 4. oo (1p)



c) Din v12+ 222 = 3, obtinem ca m - V12 +2-22 = \/m2 +2-(2m)*> = 3m € Q, pentru
orice numar natural nenul m. Asadar, exista o infinitate de perechi (p, ¢) de numere naturale

nenule, pentru care /P2 + 22 € Q. ..ot (2p)

PROBLEMA 3. In pitratul ABCD considerim M mijlocul laturii [AB], N mijlocul laturii
[BC|, ANNDM ={P} si CPNAB = {Q}.

a) Demonstrati ca patrulaterul PM BN este inscriptibil.
b) Dacad AB = 8 ¢m, calculati AQ.

Barem de corectare.

a) Din congruenta triunghiurilor ABN si DAM ...(1p) rezultd cd <ANB = <AMD....(1p)
Ca urmare, unghiurile BNP si BM P sunt suplementare, deci patrulaterul PM BN este
Inscriptibil ... (1p)

b) Fie ANNDC = {T}.

Triunghiurile ABN si TC'N sunt congruente, deci AB=DC =TC ................. (1p

Asadar, <CTP = <CPT si apoi <QAP = <QPA ... .. . i (1p

In triunghiul dreptunghic APM avem PQ = QA = QM, deci AQ =2cm ........... (1p

PROBLEMA 4. Se considera un patrat cu lungimea laturii de 2023 c¢m, care se imparte in

20232 patritele cu latura de 1 em. Se coloreazi cu albastru n dintre centrele acestor patratele .

a) Aratati ca dacd n = 4045, atunci colorarea se poate face astfel incat oricare patru dintre

punctele albastre sa nu fie varfurile unui paralelogram.

b) Aratati cd dacad n = 4046, atunci indiferent cum se face colorarea existd patru puncte albastre

care sa fie varfurile unui paralelogram.

Barem de corectare.

a) Un exemplu de agezare este cel din desen.




Coloram astfel: cele 2023 de centre de pe prima coloana, iar restul de 2022 pe una dintre

diagonale. Pentru a forma un paralelogram nu putem lua 3 sau 4 centre coliniare. .. (1p)

Luam 2 centre, O; si Oy de pe prima coloana si doua centre, Oz si O4 de pe diagonala,
asa incat sa nu folosim punctul comun dintre diagonala si prima coloana. Deoarece 010,
si O30, se intersecteaza in punctul comun dintre diagonala si prima coloana, nu se poate

forma un paralelogram. .......... ... (1p)

Daca sunt £ coloane cu cel putin doua puncte albastre, pe celelalte 2023 — k coloane avem in
total cel mult 2023 — k puncte albastre, deci pe cele k coloane sunt cel putin 4046 — (2023 —
k) = 2023 4+ k puncte albastre. ........c. i (1p)

Fie A punctul albastru situat pe o anumita coloana, aflat cel mai sus. Distantele de la A la
celelalte puncte albastre de pe aceeasi coloana pot fi 1 cm, 2 cm,...,2022 cm, toate aceste

distante fiind diferite. ... ... (1p)

Aratam ca exista o distanta care apare pe doua coloane diferite.

Deoarece pe cele k coloane avem cel putin 2023 + k& puncte albastre, rezulta ca pe aceste

coloane vom avea cel putin 2023 + k — k =2023 distante ..., (1p)

Deoarece sunt doar 2022 de valori posibile pentru aceste distante, rezulta ca cel putin doua
sunt egale. Punctele albastre care determina cele doua distante egale sunt varfurile unui

paralelogram. .. ... ... . (1p)

I Fiecare corector acords un numdir intreg de puncte;

2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
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PROBLEMA 1. Aflati numerele prime p care au proprietatea ci 2p® —3p+1 este patrat perfect.

Barem de corectare.

Deoarece 2p* —3p+1=2p—1)(p—1)......... 2p)si(2p—1,p—1)=1......... (1p),

din faptul c& (2p — 1)(p — 1) este patrat perfect, se obtine ca 2p — 1 si p — 1 sunt patrate

2
¢ =2p—1
perfecte. Asadar, existd numerele naturale x si y, astfel incat ) Pt (1p)
y =p—1
2 _ .2
xr~ — =
de unde obtinem c& R U U RS PRRSPRN (1p)
22 -2y =1
Din (z — y) (r + y) = p, cum p este numar prim, rezultd cA x —y =1,................ (1p)

iar din 2y*> — 22 = —1 si * — y = 1 se obtine ci y € {0,2}, de unde rezultd c& p = 5. .. (1p)

PROBLEMA 2. In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’ cu AB = 12 ¢m si BC =

= BB’ = 6+/2 ¢m, se considers mijloacele M gi N ale segmentelor AB, respectiv C'D’.

2)
b)

c)

S& se demonstreze cd (A'DN) || (B'CM);
S& se demonstreze cd BD' 1 (B'CM);
Sa se afle distanta dintre planele (A’DN) si (B'CM).

Barem de corectare.

a)
b)

Deoarece DN || B'M si A'D || B'C, rezultd ca (A'DN) || (B'CM) .......coooiiiiii... (3p)

Fie CM N BD = {Q} si BD' N B'Q = {S}.

AD AB
Din asemanarea triungiurilor dreptungice ADAB ~ AM BC (— = —

= =2 1t&

B bz \/_),rezuta

cd ABD = BCM, de unde se obtine c& CM | BD, CM L DD’ adica BD' 1. CM .. (1p)
D'D BD

Deoarece BD = 6v/6¢m, iar BQ = 2v/6¢m, se obtine ci BO = B35 = V3. Astfel,

din asemanarea triungiurilor dreptungice AD'DB ~ AQBB’, D'BD = Cﬁ%”\B, de unde

BD' L B'Q. o (1p)

Asadar, din BD' L CM si BD' L B'Q, rezultd ca BD' L (B'CM). .................. (1p)

BS B 1 BD’
g = B’g’ =73 de unde se obtine ca BS =
BD’

dintre planele (A'DN) si (B'CM) este BD' —2BS = 5 = 6V2Cm. (1p)

Deoarece BQ || B'D’ . Agadar, distanta




PROBLEMA 3. Si se demonstreze ca:

a® + b? . . y e

a) 5 > ab, oricare ar fi a si b doud numere reale diferite;

b) 1 N 1 - 1 _ 1011
21242141 2-2242.241 7 2.202224+2-2022+1 2023

Barem de corectare.

a) Inegalitatea din enunt este echivalenti cu (@ —b)* > 0........oovvieeinieineaiin.. (3p)
1 1
b) Deoarece, dacd a,b > 0 cu a # b, atunci 2 < YRR RRTLLRREPRERPRERTRERRERRERS (1p)
2022 2022 2022
1 1 1
= — < = e e 2
;2k2+2k+1 Zk? +(k+ 1) 2;1@@“) (2p)
JIQR(1 1\ _ 1/ 1) _1om (1p)
=3 25w =3 5033 ) = o033 p

PROBLEMA 4. Fie A, B,C, D patru puncte necoplanare, F si F' mijloacele segmentelor AC,
respectiv BD, astfel incat AD = BC, AC' = BD = 2v/15 e¢m, iar 2EF = AB = CD = 2v/5 em.

a) Aratati ca triunghiul DEB este isoscel.
b) Calculati distanta dintre dreptele AC' si BD;

c) Aflati masura unghiului dintre dreptele AC' si BD.

Barem de corectare..

a) Deoarece ADAC =ABCA ............. (1p), rezultd cd (BE) = (DE) ..ot (1p)

c) Fie H si G mijloacele segmentelor (AD), respectiv (BC). Deoarece EGF H este un romb
cu latura de v/5cm si EF = d(AC, BD) = v/5¢m, obtinem cd HG = v/15cm........... (1p)

Dacd M este mijlocul segmentului (AB), atunci HM = GM = v/15cm ............... (1p)

Asgadar, triunghiul AGM H este echilateral si m <AﬁD> =m (M@M ) =60°..(1p)

! Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 25.02. 2023
BAREM DE CORECTARE - Clasa a IX — a
Vm++/5
Vvn +

PROBLEMA 1. Sa se determine m,n € N, astfel incat numarul 1 sa fie rational.

Barem de corectare.

v/ 5)
Daca \r/n_——:_\{_ = ]—), unde p,q € N*, cu (p,q) = 1, avem ¢v/5 —p=py/n—q/m..... (2p)
n q

mq2 + np2 _p2 _ 5q2

de unde, prin ridicare la pitrat, obtinem /mn — v/5 = 5 =recQ (2p)
pq
Din v/mn = r ++/5, rezulti c& (mn — r? — 5) — 2ry/5 = 0. Cum mn — > — 5 € Q, obtinem
camn—r2—5=2r=0,adicRr =081 MmN =5... oottt (2p)
de unde (m,n) € {(1,5), (5,1)}, se obtine solutiam=1gin=5.................... (1p)
PROBLEMA 2. S se rezolve in R ecuatia [z]” + 4z + {z} + V3 = 0.
Barem de corectare.
Ecuatia se scrie echivalent ([z] +2)> =4 —v3 —5{z} eN...........oooiiiii... (2p)
Cum {z} € [0,1), rezultd c& ([z] +2)° € {0, 1,2} .. ooriii e (3p)
. . —6-v3 . . Ny
Pentru [z] 4+ 2 = 0 se obtine solutia x = p— lar pentru [z] +2 = £1 se obtin solutiile
—2-V3  -12-43
= e Sl S e (2p)

PROBLEMA 3. Sa se arate ca:
a) Daci a,b,c € (0,4+00), atunci are loc inegalitatea a + b + ¢ > Vab 4+ vbc + v/ca;

b) Daca a, b, c € (0,+00), atunci are loc inegalitatea

Va Vb Ve
Viiove Verava  Jataho o

Barem de corectare.

2 2
a) Inegalitatea se poate scrie echivalent (\/_ — \/l_7> +(Va— e+ (\/5 — \/E) >0..(2p)

b) Avem:
va_ o Vb Lo Ve (Va)* N (Vb)? N (Vo) (2p)
Vh+2yc  Vet+2va o Ja+2vb Vab+2ac  Voe+2Vab  \Jac+2vVbe
(ﬁ +vb+ \/2)2
> e AP (3p)

3 (Vab+ Vac + Vi)



PROBLEMA 4. Fie triunghiul ABC cu laturile de lungimi BC' = a, AC = b, AB = c si
A" € (BC), B' € (AC), C" € (AB) picioarele bisectoarelor unghiurilor triunghiului.
Sa se arate ca:

— C —
-AB + - ACh
b+c b+c
b) Triunghiul ABC' este echilateral, dacd si numai dacd a - AA"+b- BB +¢-CC' = 0.

—
a) AA =

Barem de corectare.

) Din t bisectoarei, -2 = <. de unde obginem A4’ = —— . AB + —°— . AC".. (3p)
— == n inem = . CAC...
a) Din teorema bisectoarei, —~ = , de u e obtine T P p
— c — a e a — b —
b) Analog, avem BB’ = -BC+——-BAg CC' = -CA+ - CB. Astfel,
a-+c (a2 %2 ¢, : a(—i—Qb 2 2a+bl;
— — —  b(a*—=b"4+c"—ac) — c(a®+b°—c"—ad) —
AA'+b-BB' +¢-CC' = -AB + CAC. (2
¢ ¢ (b+0)(a+0b) (b+0)(a+tc) (2p)
Asadar, dina~AA’+b~BB’+c~C’C”:6>rezulté,cé,a2—b2+02—ac:a2+b2—c2—ab:0,
deunde a=b=c....coiiiiiiii (1p), iar din @ = b = ¢ se obtine ci
—_ — — a [— @ — @ @— @ — @ —  — —
a-AA/+b-BB’+c-OC’:§<AB+AC+BC+BA+CA+CB>: 0 e (1p)

! Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 25.02. 2023
BAREM DE CORECTARE - Clasa a X — a

PROBLEMA 1.

a) Si se determine valorile lui 2z € C, pentru care 22 4 2|z|> — 4 = 0.

c
b) Si se arate ci dacd a,b,c € R* gi 2z € C \ R, astfel incat az?+ bz +c = 0, atunci |z| < 2 ‘5‘ )

Barem de corectare.

a) Fie z = x + yi, unde x,y € R.

Ecuatia datd se poate scrie (322 +¢y? —4) +22yi =0 322 + > —4d =2y =0,....... (1p)
2v/3
de unde se obtin solutiile solutiile z = 4+2i ............ (1p) si z = %— ............ (1p)

b) Deoarece radacinile ecuatiei az? + bz + ¢ = 0 sunt 2,z € C \ R, din relatiile lui Viéte avem

b
z+§:——§i|z|2:z-§:£. ....................................................... (2p)
a a

Asadar,

b 9 c c c
2l le =247 |2l < Z)) - |2 =2 :2—:2‘—):> <27 ...
2 et = 3 el < e Dl = 21 = 2 =2 = ol <2]]] . (2

PROBLEMA 2. Si se arate cd dacd z € C, |z| = 1, atunci:

a) V2 < |1 — 2|+ |1+ 22 < 4
b) 2< [z 4+ 1]+ ]z — 1] < 2V2.

Barem de corectare.

. (1p)

Pe de alti parte, |1+ 22| =4 - (Re2)?, adicit |1+ 22 = |2 —a22|.........oooiiiil, (1p)

a) Dacd notdm z = |1 — z|, atunci z € [0,2] si 2> =2 — 2- Re 2, de unde Rez =

Inegalitatea din enunt rezulta din faptul c& functia f : [0,2] — R, f(z) = z + |2 — 22| are
valoarea minim# egald cu v/2 si valoarea maxim# egald cu 4. .................oooi... (2p)
b) Fie cercul de centru O si raza 1 si punctele A (z), M (—1) si N (1).

Deoarece AQO este mediana in triunghiul AM N, obtinem ca 2 = 2- AO < AM + AN =
el ol -2 Y R (1p)

Din triunghiul dreptunghic AMN, AM? + AN? = 4, de unde, din inegalitatea mediilor,

AN+ AN?
obtinem c& |z—|—1|+|z—1|:AM+AN§21/+:2\/§ .................. (2p)



PROBLEMA 3. Si se determine valorile reale ale lui z, pentru care 2/2z — 1 = 23 + 1.

Barem de corectare.

Deoarece functia f : R — R, definitd prin f () = /22 — 1 este bijectivi................ (2p)
cu inversa f~! : R — R, definitd prin f~! (z) = x?’; 1, ................................. (1p)
ecuatia se poate scrie f (z) = f~ (z), sau echivalent f () =x.............cooiiiiia.. (2p)
Obtinem astfel ecuatia 2° —2x+1=0& (z —1) (22 +2—-1)=0.....cooeiiiiiin... (1p)
cu solutiile 1 si #ﬁ .............................................................. (1p)

PROBLEMA 4. Si se determine functiile f : (0,400) — R, care satisfac conditiile:
8) f(z) <Inz, ¥z € (0,+00);

b) flz-y) < flz)+ f(y), ¥V 2,y € (0,+00).

Barem de corectare..

Deoarece f(1) < Inl = 0, respectiv f(1) = f(1-1) < f(1) + f(1) = 2f(1) = f(1) > 0,
obtinem €& f(1) = 0 ..ot (2p)

Pentru orice z € (0, +00), avem

Ozf(l):f(xé) gf(x)Jrf(é) §1nx+ln§:0:>f($)—l—f<i> ~0.......(2p)

de unde f (z) = —f (%) > —lni =Inz, adicd f(z)=Inz......... ... (2p)

Functia f : (0,400) — R, f (z) = Inx verifica conditiile a) si b) din enunt ........... (1p)

'Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 25.02. 2023
BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI — a

PROBLEMA 1. Fie matricele A,B € M, (C), astfel incat det (A+ B) = detB # 0 si
tr (AB™!) # 0. Aritati cd matricea A este inversabila.

Barem de corectare.

Deoarece det (C'— xly) = 2% —trC- a4+ det O,V C € My (C)oovviiiiiiiiiiiiiiinn, (1p)
avem det (A+ B)- B ') =det(AB™ '+ L) =1+tr (AB™') +det (AB™ ) ........... (3p)
de unde tr (AB™!) +det (A) - det (B™') =det (A+ B) -det (B™}) —1=0............. (1p)
Asadar, det (A) - det (B™!) = —tr (AB™!) # 0 = det (A) # 0, adicd A este inversabild. (2p)

PROBLEMA 2. Sa se determine numarul a > 0, stiind ca partea intreagd a numarului
(n? —n) (Ya—1) este egald cu n — 1, pentru orice n € N, n > 2.
Barem de corectare. Fie z,, = (n? —n) (/a—1).
1
Din [z,)=n—-1<n—-1<(n*—n)({Ya—-1)<ne1-=<(n-1)({a—1)<1....(3p)
n
obtinem cad lim (n—1)(a—1)=1lha=1Sa=¢€.....ccoviiiiiiiiiiiiii... (2p)

n—-+4o0o

Deoarece pentru orice n > 2, avem

1\" 1 "
<1+E> <e<(1—i—n_1) sn—1<(n*—n) (Ve-1) <n,

rezultd cd [(n? —n) (Ye—1)] =n —1, pentruoricen € N, n > 2.....oooiiiiinnain... (2p)

PROBLEMA 3. S& se calculeze:

n

2023! 1 1\
I : b) lim (sin— 2.
a) Bim kz_; (k+ 1) (k+2)...(k +2023)° ), tim (Sm ;o x)

Barem de corectare.

- 1
a) Daca S,, = 2023! - Z

tunct di
L (k1) (k+2)..(kt2023) "0

C 20230 & 1 1 .

n 2022 1 (k—l-l) (k+2)(k’—|—2022) (k+2) (k+3)(]§_|_2023) ......... P
2023 1 1 .

= 25022 20231 (4 2) (n+8) .. (n2023)) p

: 1
TezUlEA €8 LN S = oo e (1p)

n—+0o00 2022



b) Deoarece avem cazul de nedeterminare 1°°, avem

1 1 * 1 1 * im z(sin 1 —2sin? ;L
L = lim (sin——i—cos—) = lim <1+sin——25in2—) = s Tos (sin 2 21),....(2p)
z—+o00 x x z—o00 x 2x
1 1
iar din lim =z (Sin - — 281112—) =1,obtinemca L=e...........ooiiiiiiiiL (1p)
T—+00 € 2z

PROBLEMA 4.

a) Fie matricele A, B € M, (C). S& se determine numerele x si y, stiind ca

r 7 1 10
AB = si BA =

18 7 3y
b

b) Fie matricea A = ,cua€ (0,1)sibeR.

a
0 a
(i) S4 se arate cd exista doud siruri de numere reale (a,,),~, si (bn),~; , cu proprietatea ca
. an by : .
A" = , pentru orice n € N*;
0 a,

(77) Sa se calculeze hI_P (@ +ag+ ... +ay) si lirf by,.

Barem de corectare.

a) Dindet (AB) =det(BA) < Tz —126=y—-30Te —y =96 ......ccoeviiiiinn... (1p)
sidintr(AB) =tr(BA) S ax+T=14+ySx—y=—6.......ocoiiiiiiiiiiii. (1p)
obtinem Ca & = 17 §1 4 = 23, ..ottt (1p)

. : o a® na""'b - :

b) Se demonstreaza prin inductie matematicd ca A" = , adica a, = a" si

0 a”
D = M T D (2p)
Obti tfel ci lim (ay+ as + ... +a,) = li -1« (1p)
inem astfel ca lim (a; +as+...4+a,) = lim a- =
> n—-+o00 1 2 n—-+o00 a—1 1—a P
i lim b, = li e 1
o Hp = B na 0 =0 (p)

I Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 25.02. 2023
BAREM DE CORECTARE - Clasa a XII - a

PROBLEMA 1. Fie (G,-) un grup cu elementul neutru e si a € G ~\ {e} un element cu

proprietatea ci x = a~! - 27! - a®°?3, pentru orice x € G.

a) Sa se determine ordinul lui @ in grupul Gj

b) Sa se demonstreze ca grupul G este abelian.

Barem de corectare.

a) Dine=a"" e a2 rezultd cd a®2 =, ... . i (2p)

1 1

iardina=a"1-a' a< a=a"!, obtinem ci a® = e, adici orda =2.. .............. (2p)

Astfel, relatia din enunt se mai poate scrie x =a!'-271-a, VoG,

b) Pentru orice elemente z,y € G, avem 2y =a -2 -a-a -y toa=at a7ty ta=

o' (yz)”' - a = yz, de unde rezults ci grupul G este abelian. ....................... (3p)

PROBLEMA 2. Fie (G,-) un grup finit, f : G — G un automorfism al lui G si functia
h:G — G, definitd prin h (z) = 271 f (x).
a) S& se demonstreze cd f are un singur punct fix, dacd gi numai daca functia h este bijectiva,
b) Sa se demonstreze ca dacd f are un singur punct fix i f o f = 1g, atunci grupul G este

comutativ.

Nota. Un element a € G se numegte punct fix al functiei f : G — G, dacd f (a) = a. Despre un

morfism de grupuri f : G — G se spune c4 are un singur punct fix, dacd f (z) =r <z =e.

Barem de corectare.

a) Sa presupunem ca f are un singur punct fix. Atunci, daca z1,z2 € G cu h(x1) = h(xs),
avem x7 f (z1) = 23 f (z2) = f(z1) [ (23") = 223" = [ (v123") = mzy! = g’ =
e = x1 = Iy, adicd h este injectiva. Cum G este un grup finit, rezulta ca functia h este

DI ECHIVA. .+« ot ettt e (3p)

Reciproc, daca h este bijectiva, iar x € G este un punct fix al functiei f, atunci b (z) = x =

T (@) =e=h(Z) = e=Nh(€) = & = € oeet e (1p)
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b) Din ipotezd, pe baza punctului a), rezulta ca pentru orice x € G, existd un element y € G,
astfel incat = = h (y) = y~'f (y) . Astfel, avem f(z) = f (y™'f () = F (™) - (f o f) (y) =
F )y = () = e (2p)
de unde, f(zy) = f(2)f(y) = (zy) ' =z Yy ' =y a7 =2y ! = 2y = yz, adicd G

ESHE COMUBALIV... .\ ettt ettt e e et e e et e e et et et et (1p)
PROBLEMA 3. S4& se calculeze:

z (2?4 1)
a) I:/x6—3x4+3:c2—1d$’ z € (1,400);

b .
n b n
b) J:/ C+CLSH{ v Ocos dx, unde n € N*, ¢ > 0, iar a,b € <O,I> (:ua—i-b:Z

o 4c+ 7 (sin” z + cos™ x) 2 2

Barem de corectare.

1~ o2 ' >
/Ef it

® ¢+ asin™x + beos™ o=t (Y ¢+ bsin"t+ acos"t
) Din J = dr = = —
o 4c+ 7 (sin” z + cos™ x) o 4+ 7 (sin" t + cos™ t)

b b

2 b " 1 b— b—

avem 2J:/ ct(at )‘(sm v o x>dx:/ —dx:—a,adicéJ: &.....(2p)
o Ac+m(sin" x4+ cos” x) 0 2 2 4

jus

PROBLEMA 4. Consideram sirul (I,,), ., definit prin Iy = — si I,, = /4 tg?" x dz, pentru
0

NS

n € N*. S se arate ca:

a) I+ L1 = , pentru orice n € N;

1
2n+1
1
b) sirul (1), oy este descrescétor, 1151_1 I, =0si 1151_1 nl, = 7
. = (—l)k s
| =—.
© dm (;0 2%k+1) 14

Barem de corectare.

1
a) Evident, Iy + I} = 1, iar pentrun > 1, I,, + I, = / tg?"z - (1 4+ tg?x) do = / 20 dt =
0 0

ENE]

ENE]

b) Cuml; — [y <O0si L, — I, = / tg?" x - (tg?x — 1) dr <0, pentru n > 1, rezultd ca sirul
0

€Ste dESCTESCALOT.. . ..o\ttt (1p)
Din0<I,<I,+1,1= ﬁ, rezultd ca ngrfoo Ly =0, (1p)
iar din ) =1, + 11 <2, <I,1+1,= 5 — 1 obtinem ca m < nl, <
ﬁ, adica nETOO nl, = i ....................................................... (1p)



c¢) Deoarece

2 % =D (D U+ D) = > (1) Te+ D (1)

k=0 k=0 k=0

n—-4o0o

n _1 k
rezultd cd lim (Z u) = lim (fo+(-1)"
k=0

! Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice alté rezolvare corectd se puncteazs corespunzitor.



