OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 25.02. 2023
BAREM DE CORECTARE - Clasa a V - a

PROBLEMA 1. Sa se afle suma numerelor naturale a, b, c,d, e pentru care, in fiecare dintre

perechile de mai jos, diferenta posibila intre numere este cea mai mica:

(3a,2023), (7b+5,2023), (13c+5,2023), (d?,2023), (2°2023).

(De exemplu, pentru perechea (4,9), diferenta posibila este 9 —4, iar in perechea (14, 9) , diferenta
posibild este 14 — 9.)

Barem de corectare. Avem:

2023 =3-674+1=>a=674....... (1p) 2023 = 7289 = b=288........ (1p)
2023 = 13- 155+ 8 = c = 155...... (2p) 2025 =452 = d =45............ (1p)
2048 =2 = e =11 ............... (1p)

Suma cerutd este a +b+c+d+e=1173 .. . (1p)

PROBLEMA 2. Cu cifrele 1,2,3 si 4 se formeaza doua numere diferite, avind fiecare patru

cifre distincte. Aratati ca niciunul dintre aceste numere nu se divide cu celalalt.

Barem de corectare.

Fie a si b cele doud numere. Deoarece 1 +2+3+4=10=3-3+ 1, rezulta ca a = 3k + 1
sib=3l+1,unde k, 1 € N . (3p)

Pentru fixare sa luam a < b. Cel mai mic numar format cu aceste cifre este 1234, iar cel mai

mare este 4321; TeZUIA CA D < 4. . oottt (1p)

Cum 0 < a < b, avem doar posibilitatea a|b, de unde b = 2a sau b =3a................ (1p



PROBLEMA 3.

a) Scrieti numarul 252525 ca suma de 6 patrate perfecte distincte nenule.

b) Demonstrati ca exista cel putin 27 de numere de forma gbab . .. ab care se pot scrie ca suma
—_——

2022 cifre
de 2022 patrate perfecte distincte nenule.

Barem de corectare.

a) Numarul 252525 se poate scrie astfel:
252525 = 25 - 10* + 25 - 102 4 25 = 25 (10" 4 10% + 1) = (32 + 4?) (10" + 10* + 1)

=32 (10" + 10> + 1) +42 - (10* + 10> + 1)
= (3-10%)" + (3-10)” + 3% + (4-10%)" + (4- 10)* + 42
b) Numaérul din enunt se scrie astfel:
%' 102020 _{_% 102018+ _{_%:% (102020+ 102018+ ce 1) )

In continuare vom determina acele numere ab care se pot exprima ca suma de doua patrate

perfecte distincte. ... o (2p)
Avem urmatoarele posibilitati: ....... ... . (2p)
12432=10 22+32=13 324+42=25 42+52=41 524+62=61 B6°+T7° =85
12+42=17 2244>=20 3*+52=34 424+6>°=52 52+ 7*=T4
12452=26 22+52=29 324+6*2=45 U +T7° =65 52+ 8% =289
12462=37 22+62=40 3*+72=58 424+82=280
12+72=50 224 7*=53 32+8 =73 42+9>=097
1°+ 8% =65 2°+8* =68 3°+9*=90
12+92=82 R2°4+9° =85
Asgadar, existd cel putin (74+ 74645+ 3 + 1) — 2 = 27 de astfel de numere......... (1p)

PROBLEMA 4. Pe o tabld sunt scrise trei numere naturale nenule distincte.

e Andra imparte cele trei numere de pe tabla la 6 si obtine resturi egale cu 1 sau cu 3;

e Carla aduna doua cate doua numere de pe tabla si imparte de fiecare data rezultatul la 6,

obtinand resturi egale cu 0 sau cu 4, cel putin cite un rest din fiecare;
e Matei aduna toate numerele de pe tabla si imparte suma la 6.
a) Ce rest a obtinut Matei?

b) Aflati numerele scrise pe tabla, stiind cd suma celor mai mici doua numere de pe tabla este

82, iar suma celor mai mari doua numere de pe tabla este 96.



Barem de corectare.

a)

Fie a, b si ¢ cele trei numere. Resturile obtinute de Andra prin impartirea la 6 pot fi doar 1
sau 3. Daca doud dintre numere dau restul 1 prin impartirea la 6, atunci restul impartirii
sumei lor la 6 va fi egal cu 2, imposibil, deoarece Carla a obtinut doar 0 sau 4 ca rest. De
asemenea, nu este posibil ca toate cele trei numere sa dea restul 3 prin impartirea la 6,
deoarece Carla nu ar obtine si restul 4. Astfel rezulta ca doua dintre numere dau restul 3

prin impartirea la 6, iar cel de-al treilea da restul 1 prin impartirea la 6. ............. (3p)

Fie, de exemplu, a = 6x+3, b=06y+3, ¢=6z+1.Rezultacaa+b+c=6(zx+y+2)+7=
6(z+y+ z+1)+ 1, adica restul obtinut de Matei este egal cu 1..................... (1p)

Observam ci nu se poate ca a i b sa fie cele mai mici numere, deoarece 6|a+b, deci a+b # 82.
Dacé a + ¢ = 82 (cazul b+ ¢ = 82 este analog), atunci 6 (z + z) = 78, deci z + z = 13.

Observam ca a si b sunt cele mai mari numere, deunde v +y=15................... (2p)

! Fiecare corector acords un numdir intreg de puncte;

2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazs corespunzitor.
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PROBLEMA 1. Fie n € N. In jurul punctului O se construiesc unghiurile 4;0A,, A5OAs;,
A30A4, ceey AQgOAl, astfel incat <IA10A2 = 10, QAQOAg = 20, <IA30A4 = 30, ...,<IA220A23 =

= 22°, iar <Ay30A; = n°. Si se arate ca:
a) <tAy30A; este unghi obtuz;

b) bisectoarele unghiurilor <450 A3 si <A180 A1 sunt perpendiculare;

c) OAs gi OAy sunt semidrepte opuse.

Barem de corectare.
a) Deoarece <A10Ay + <CA30A3 + ... + <A50A33 = 1°4+2° + ... 422° =253°, ...... (1p)

rezultd cd <Ay30A; = 360° — 253° = 107°, adicd <<A230A; este un unghi obtuz; ... (2p)

b) Fie semidreptele OB si OC' bisectoarele unghiurilor <<A;30A;3, respectiv <tA150 Aqg.

Deoarece <BOA13 =6°, iar <A150C = 9° ... i (1p)
obtinem ca <BOC =6°+13°4+14°+15°+16°+17°4+9°=90°................. (1p)
c) Deoarece <<AsOAy =5°+6°+T7°+...+19° = 180°, rezulta ca semidreptele O A5 si O Ay
SUIIE OPUSE -+« « v et ettt et e et e e e et e e et et e e e e e e e e (2p)
. . o T+5 x
PROBLEMA 2. Fie z si y doud numere naturale nenule, pentru care = -
Y Y-

a) Sa se demonstreze ca 5|x si 7]y;

o . . 1w .Y
b) S& se determine cea mai mare valoare posibila a raportului =.
x

Barem de corectare.

) ) 7
a) Din Ao _ ¥ & —=——,seobtineby —35="Tx...... . ... (2p)
x y—7 x y—71
de unde rezultd ca 5|z 1 T|Y oo on i (2p)
. Ly T T
b) Din 5y = 7z + 35 se obtine = = — + RS E LR R T SRR PR T L CSRE R PRRSRTRRRRY (2p)
r x

. ) . e 1o .
Cea mai mare valoare a raportului = se obtine pentru cea mai mica valoare posibila a lui z,
x

14
adicd x = 5. Obtinem de aici cd y = 14 si valoarea maxima a raportului Y este T (1p)
x

PROBLEMA 3. Profesorul de matematica scrie pe tabla cifrele: 1,1,1,8,8,8. Alexandra iese
la tabla si scrie toate numerele de 6 cifre, aga incat in fiecare numar sa apara toate cifrele scrise

de profesor pe tabla.



a)
b)

Sa se arate ca suma numerelor scrise de Alexandra este divizibila cu 63;

Aflati cel mai mare divizor comun al numerelor scrise de Alexandra pe tabla.

Barem de corectare.

a)

Deoarece 1 +1+ 1+ 8+ 8+ 8 = 27, rezulta ca fiecare numar scris de Alexandra pe tabla se

divide CU O ..o (2p)

Daca x este un numar scris de Alexandra pe tabla, atunci numarul z — 111111 are toate
cifrele 0 si 7, adica se divide cu 7. Cum 111111 = 7 - 15873, obtinem ca si numarul = se

dIVIde CU 7 .o (2p)

acestora se divide cu 63. ... ... (1p)
Daca d este cel mai mare divizor comun al numerelor scrise pe tabld, atunci din d|181881 si
d|181818 rezulta ca d| (181881 — 181818), adicaA d|63 . ... ...ooviiiiiiiiiii. (1p)
Dar, cum toate aceste numere se divid cu 63, rezulta ca 63|d, adici d =63 ........... (1p)

PROBLEMA 4. Tatal lui Andrei are intr-o urna 36 de bile, numerotate de la 1 la 36 si extrage

la intdmplare 6 dintre ele. Andrei are la dispozitie 9 cartonase si trebuie sa scrie pe fiecare cate 6

numere dintre numerele naturale de la 1 la 36. Un cartonas se numeste castigator daca nu contine

nici unul dintre cele 6 numere extrase de tatal sau. Pentru a iesi la joaca, Andrei trebuie sa aiba

cel putin un cartonag castigator. Poate gasi Andrei o strategie sa mearga la joaca? Justificati

raspunsul.

Barem de corectare. O strategie posibila pentru Andrei este urmatoarea:

e El imparte numerele in 9 grupe, astfel:

Gl: 1,2,3 G4: 10,11, 12 G7: 19,20,21,22,23, 24
G2: 4,5,6 G5: 13,14, 15 G8: 25,26,27,28,29,30  creiiiininn. (1p)
G3: 7,8,9 G6: 16,17, 18 G9: 31,32,33,34,35,36

e Apoi, imparte cartonasele in 3 categorii si scrie pe ele astfel:

Categoria I ~ primul cartonag contine numerele din G1 si G2
al doilea contine numerele din G1 si G3

al treilea contine numerele din G2 si G3

Categoria II  primul cartonas contine numerele din G4 si G5
al doilea contine numerele din G4 i G6 ...l (1p)

al treilea contine numerele din G5 si G6
Categoria III  primul cartonas contine numerele din G7
al doilea contine numerele din G8

al treilea contine numerele din G9



Analizam cazul cel mai putin favorbil pentru Andrei:

Pentru ca niciunul dintre cartonasele din categoria I sa nu fie castigator, trebuie ca minim

[ J
doua dintre bilele extrase sa fie numerotate cu numere din grupele G1, G2, G3. ..... (1p)

e Analog pentru cartonasele din categoria II. .......... ... ... .. ... i (1p)

e Deci, pentru ca niciunul dintre cartonasele din categoriile I si II sa nu fie castigator, trebuie
ca minim 4 dintre numerele de pe bilele extrase sa fie de la 1 pana la 18.

e Pentru ca niciunul dintre cartonasele din categoria III sa nu fie cagtigator, trebuie ca fiecare
cartonag din aceasta categorie sa contind minim un numar dintre cele extrase din urna. Ar
rezulta 7 numere, dar s-au extras doar 6. ......... ... (2p)

In concluzie, indiferent care bile vor fi extrase, Andrei va merge la joacf. ................. (1p)

I Fiecare corector acords un numdir intreg de puncte;

2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazs corespunzitor.



