OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa V -a

PROBLEMA 1.

Un numar x de 7 cifre format cu cifrele 0, 1, 2, 3,4 ,5 si 6 are proprietatile:
i) Fiecare cifra a numarului x apare in numar exact o data;
i) Suma oricaror trei cifre consecutive ale numarului x este divizibila cu trei;
iii) Oricare doua cifre alaturate ale numarului x au paritati diferite;
iv) Numarul format din primele doua cifre ale numarului x este un numar prim.
Sa se afle numarul x.

Barem

Fie x = abcdef g numarul cautat.

Deoarece, ab este NUMAT Prim aVEM D = 1 SAU D = 3. ..ot see s seesseensra e sessees 1p
B B e Yo Y A A SRR Ip
dacd a =4 sib =1 atunci nu existd c care sd verifice cCoNAitia ii).............ccoveeevvveeevieieeiiireiiieeeiiieeesiinaans 1p
dacda=6sib=1atuncic=2,d=3,€=4, f=5S5iG =0 uuueeeeeeceeeeeeeciiieeeeectieeeessee e e eciea e e 1p

deci x = 6123450

2 b=3>a=2saua=4

dacda=2sib=3atuncic=4,d=5e=6,f=15ig=0
X =2345610, NU VErifiCa CONAILIO Qi) ...vevvereeeeeeeeeciieeeeeeeieee ettt e ee e e e ettt e e e e e ste e e e s sstaeaessstesaesssssnaaaanas 1p
dacda=4sib=3atuncic=2,d=1,e=6,f=5sig=0
X =4321640, NU VErifiCa CONTILIA i) cvoveverrereeeeeiereeeeieeeceeeeeeeecte ettt s e e se e e s taa e e teeeataeeetsaseasssaesseeensns 1p

Singura solutie @Ste X = G123450. ........eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeetee et e ettt e e e a e e et e e e e e e e e s rtaaaeearnees 1p

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa V -a

PROBLEMA 2.

Determinati ultima cifrd a numarului 4(@1t@2)(@z+as)(as+as).(a2019+@1) _ 1 ynde ay, 0,0z, ...Azg19 SUNt NUMere
naturale nenule.

Gazeta Matematica 6-7-8
Barem
Presupunem ca (a; + ay)(a, + az)(az + ay) ... (azp19 + 1) = impar

( a, +a, = impar
a, + a; = impar
as + a, = impar
= < 2p

\d2019 + a; = impar

2(a; + a; +a; + -+ ayp19) = impar(suma de 2019 termeni impari) Contradictie. .........ccceu...... 2p
- (al + az)(az + a3)(a3 + a4,) (a2019 + al) T 2 P PP PPN 1p
(4001 +02)(@2+05) (@5 @0) - (@a019+@2) — 1) = 5 2

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa V -a

PROBLEMA 3.

Aflati cifrele @, b, ¢, X,y daca abc + ab + ¢ = txya

Solutie (barem de corectare)

Relatia se scrie 109a+11b=998 c+100XT10Y. ..ccvviiriiiiiiiireeie e 1p
Din a, bcifre avem 109a+11D< 1080 = € = Lo 1p
Relatia devine 109a+11b=998+100x+10y.

Din 109a+11b< 1080 si 109a+11b=998+100x+10y.

avem 998+100x+10y< 1080 sau 100x+10y< 82 ,deci x = 0,

Relatia devine 109a + 11b = 998 + 10y.

Daca a<8 atunci 109a< 872 si din 11b < 99 obtinem 109a + 11b < 971,

AdICA 998HL0Y 071, 1ot 2p
Decia=9

Relatia devine 981+11b=998+10y sau 11b=17+10y, de unde b=7, $1 y=6 ......cccceeririiriierierieieereeee 2p
Concluzie a=9, D=7, CZL, XT0,YT0 ..ooviiece ettt st sttt st s b e et re e ae e re e 1p
Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa V -a

PROBLEMA 4.

Fie n un numar natural nenul si S,, suma primelor n numere naturale impare care nu sunt divizibile cu 5.
a.) Aratati ca daca n se divide cu 4, atunci S,, se divide cu 5n.
b.) Aflati restul impartirii lui S5, la 2021.

Solutie (barem de corectare)

Nota:

a) Numerele impare care nu se divid cu 5 sunt de forma 10k+1, 10k+3, 10k+7, 10k+9, unde k este numar
natural. Intr-adevir pentru k=0 numerele sunt 1, 3, 7,9, pentru k=1, avem 11, 13, 17, 19 numere care
NU SE QIVIA CU Bttt 1p.

Deci numarul termenilor se divide cu 4, atunci n=4k+4 si 1i putem grupa cate 4 astfel
Sp=14+3+7+9)+(11+13+17+19) + -+ (10k + 1+ 10k + 3 + 10k + 7 + 10k + 9)

=20+60+ -+ (40k +20) =20[1+ 3+ -+ (2k +1)] = 20(k + 1)®> =5 - 4(k + 1)? = 5n, deci
S SE AIVIAR CU BN oottt r e et e aeebe e e e be s e e neaneeneas 2p
D) SCIHEM 202074505 ...ttt 1p

AtUNCI Sy020 = 20 - 5052 = 4-5-505 - 505 = 4+ 505 - 5 - 505 = 2020 - 2525 = 2020 -
(2021 + 504) = 2020 - 2021 + 2020 - 504 = 2020 - 2021 + (2021 — 1) - 504 = M,,,, — 504 =
M2021 + 1517 .................................................................................................................. 2p

RESTUI BSTE 1517 ... ittt ettt st e s be e s e st e s beebe e besbesre e e e st estestesneeseas 1p

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa VI -a

PROBLEMA 1.

In jurul punctului O se formeaza unghiurile BOC, COD, DOA si AOB.

Stiind ci masura unghiului format de bisectoarele unghiurilor COD si DOA este de 95°, masura unghiului
COD este doua treimi din masura unghiului AOD si suplementul unghiului AOB este egal cu complementul
unghiului BOC, sa se afle masurile unghiurilor COD, DOA, AOB si BOC.

Solutie (barem de corectare)

DeSeN.....ooiiie 1p
A Ducem [OM bisectoarea unghiului COD si [ON
N bisectoarea unghiului AOD.
m(MON) = 95° < m(MOD) +m(DON ) = 95 <
< m(COD) + m(AOD) =190° = m(AOB) +
+M(BOC) =170° ..o 1p
B A A
Notim m(AOB)=x° si m(BOC)=y°. Deci
XP+y°=170°. o, 1p
M C Deoarece suplementul AOB este egal cu complementul
BCSC avem:
180° —x°=90° —y° <180° =90° + x° -~ y° < <180° -90° = x* -y’ & x° —y® =90°.............. 1p

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;

20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa VI -a

PROBLEMA 2.

1.

Barem

b)

Nota:

Fie numarul n = 20203.

a) Sase descompuna n in factori primi.

b) Sa se demonstreze cd oricum am alege 9 divizori naturali ai lui n, intre ei exista doi a caror produs este
patrat perfect.

c) Sa se afle cel mai mic numar natural nenul m astfel incat oricum am alege m divizori ai numarului n
intre ei sa existe doi a caror produs sa nu fie patrat perfect.

n=20203=2%-53-1013 ..o, 2p

Un divizor al lui n este de forma 2* - 5Y - 1017, unde y, z sunt numere naturale mai mici sau egale cu 3 iar
X numar natural mai mic decat 7.

Fied; = 2*-5Y-101%sid, = 2%-5% - 101€ atunci d; * d, = 2%+ - 5Y*0 . 101%*Ce patrat perfect daca
si numai dacd x + a,y + b,z + c sunt pare adicd x si a au aceeasi paritate, y si b au aceeasi paritate
respectiv z si ¢ au aceeasi paritate....... 1p

Divizorii lui n sunt de forma 2* - 5¥ - 101%, in functie de paritatile lui x, y, z avem 8 grupe posibile:
(1) x —par,y —par,z — par

(2) x —par,y —impar, z — par

(3) x — impar,y — par,z — par

(4) x — impar,y — impar, z — par

(5) x —par,y —par,z — impar

(6) x —par,y —impar, ,z — impar

(7) x — impar,y — par,z — impar

(8) x —impar,y — impar,zZ — iMPAT ......ovvoveereeenereennne 1p
Deci oricum am alege 9 divizori intre ei exista doi care se afla in aceeasi grupa deci produsul lor este patrat
PErfECt. ..o e 1p

De la 0 pana la 3 avem 2 numere pare si 2 numere impare, iar de la 0 pana la 6 avem 4 numere pare si 3
numere impare deci cele mai multe elemente le avem in grupele (1), (2), (5),(6) unde avem 4 -2 -2
adicalé numere.

Dacd am alege cel mult 16 divizori ar fi posibil ca toti sa fie din aceeasi grupa deci produsul oricaror doi sa

fie patrat perfect.....cccceevveceececcecennnne, 1p
Oricum alegem 17 vor exista cel putin doi care sa se afle in grupe diferite deci produsul lor nu va fi patrat
perfect

Decim = 17. 1p

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa VI -a

PROBLEMA 3.
Se considera multimile A={ 3p+2 |[pe N}, B={5k+4 | ke N} si C={ 15m+14 | me N }.

a) Verificati daca numerele 14 si 29 apartin multimii ANB.
b) Aratati ca AnB = C.
c) Aflati cate numere x indeplinesc conditiile x € C si 500<x<1000.

Solutie (barem de corectare)

a) 14=3x442 51 14 =5X244 =14 € AN B..ooctoiiieieect et 1p
29 = 3xT7+2 5129 =5X5+4 = 29 € AN B..osi ettt 1p

b) Fie x e ANB = x = 3p+2=5k+4 =3p=5k+2= 3p=5(k-2)+12 = 3(p-4)=5(k-2)................ 1p
P-AeEMs=pPeEMstd =S XEMis+ 14 =X EC . cooiiiiiiiiece e 1p
FiexeC =2x=3-5bm+4)+2€Asix=5-3m+2)+4€B=>ANB=C ... 1p

c) 500<15m+14<1000

32,4 <m=<65,7(3), me{ 33,34,....,65 }, SUNL 33 NUMEIE......ocvrreriirirereienie e e 1p

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa VI -a

PROBLEMA 4.
Se considera numerele strict pozitive si distincte x4, X5, ..., x43 astfel incat

1 1 1
—+ —+ -4+ — > 6.
X1 X2 X63

Aratati cd cel putin unul dintre aceste numere nu este natural.
Solutie:

Presupunem cé x4, x5, ..., X3 € N si fiind distincte fara a restringe generalitatea consideram ca

X1 <x2 < .. < X63 = X1 21' Xy 22' X63 > 63

S 1+1+ +1<1+1+1+ +1 S
= = — —_ e —_— —_ —_— “ee —_—
X1 Xy Xe3 2 3 63 1

S—1+(1+1)+(1+1+1+1)+(1+ +1)+(1+ +1)+(1+ +1>
e 2 '3/ 4" 576 7/ \8 15 16 31 32 63

1 1 1 1 1
S <14 5247 4+5 8+ 16+5-32=1+1+1+1+1+1=6

= § < 6 contradictie = cel putin un numar nu este natural.

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa VIl -a

PROBLEMA 1.

Punctul D este in interiorul triunghiului ABC, astfel incat unghiurile BAC si BDC sunt suplementare, (BE
este bisectoarea < ABD si (CE este bisectoarea < ACD.

Aflati m(XBEC).

Solutie:

m(XABE) = m(XDBE) = a

m(XACE) = m(«DCE) = b

m(xDBC) = x; m(XDCB) =y

T X A Y = MM(RA) i 3p

2a + 2b + 2x + 2y = 180°

S AFDH X+ Y= 900 s 3p
e M(ZE) = 900 e 1p
Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa VIl -a

PROBLEMA 2.
Fiea € N,a > 2iarmsindivizoriailuiacum < n.
Aritati ca a-(n—m) > m? (D

Solutie :

a=m-psia=n-q => p>q =>p—12=q

(1) em-p(n—m) >m?

S pn—pm >m
opn>mp+1)

D m
_ — (2
@p 1>n()

dar > = > E = (1)

Nota:

2p

2p

2p

1p

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa VIl -a

PROBLEMA 3.

Se considera paralelogramul ABCD, E simetricul lui C fatade Bsi BF L AC, F € AC.

Stiind ca DF 1 FE calculati 2bC + 3DE

Stiind ca calculati ——~——

Solutie:

D C
F
A B
O

E

ABCD paralelogram; AB N DE = {0}

OF = 22,0F = 22 = AB = DE = ABCD dreptunghi

= DB 1 EC = DCE isoscel = DC = DE

5
= raportul este 3

Nota:

1p

3p

2p

1p

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa VIl -a

PROBLEMA 4.

Fie numerele intregi x4, x5, ... X502, astfel in cat {x;; x,; ...; X2022 } = {1; 2; ...,; 2022}

Aratati ca printre numerele: [x; — 1|; |x; — 2[; [x3 — 31; ... [x2022 — 2022

exista cel putin doua egale.

Solutie

Presupunem ca numerele |x; — 11; |x, — 2|; |x3 — 3|; ...; |x2022 — 2022] sunt diferite doua céate doua
= multimealoreste  {0;1; 2; ...; 2021} .oooiiiiiiiciiece s 2p

Fie S;=|x; — 1|+ |xy; — 2]+ |x3 = 3| + -+ |x90922 — 2022| = 2021 - 1011 numar impar

Sl Sy =2 =142, =24+ X022 = 2022 =0 oo 2p

Dar |x; —i| si x; — i au aceeasi paritate

= §; 5i S, au aceeasi paritate = contradictie ..o 2p
- |X1 - 1|; |X2 - 2|; |X3 - 3|; ; |XZ022 - 2022' nU pOt fl dlferlte dOUé Cﬁte doué ........ 1p
Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa VIII —a

PROBLEMA 1.

Fie tetraedrul regulat ABCD cu lungimea muchiei de 10 cm. Fie M mijlocul muchiei [AD], N mijlocul
muchiei [BC] si P mijlocul segmentului [DN]. Determinati:

a.) Pozitia dreptei MP fata de planul (ABC);
b.) Masura unghiului format de dreptele MN si BC;
c.) Distanta de la punctul C la planul (ABD).

Solutie:

a.) MP linie mijlocieiInAADN = MP || AN = NP || (ABC) ...cccovvviiiriiiiinicnnn 2p
b.) ABCD echilateral si DN mediana = DN inaltime = BC L DN
analog BC L AN,deci BC L (AND)

MN c (AND) = BC L MN = m(BC,MN) = 90° .....ccccouvrimrrrmrrrrnrrrrerris 2p

c) FieCO L (ABD),0 € (ABD), AABD echilateral = 0A = 0B = 0D = @ cm

10vV6
3

Folosind teorema lui Pitagora in A AOC obtinem CO = CM vt v vee e e3P

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

Etapa locald - 01. 02. 2020

BAREM DE CORECTARE - Clasa a VIII —a

PROBLEMA 2.
Sa se rezolve in Z ecuatia:
7x% 4+ 8x +1= 4%
Solutie:
Pentru X <O =D 42X @ T oo 1p
Fiex =0
Ecuatia se scrie:
(7x + DX + 1) = 2% e 1p

=x+1=2™m

ST F T =2 CUN Z MM et 2p
7x +1
=2""MeN
x+1
=x+1|6dar x+1=2" = x+1€{1;2} v, 2p

Pentrux+1=1=x=0

Pentrux +1 =2 = x = 1. Ambele sunt solufii. .....cccoeevvriviiirierinennnn 1p

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa VIII —a

PROBLEMA 3.

Se dau numerele reale x, y, z > 0, diferite de 3. Daca x + y + z = 3 aratati ca:

X—=y y—2z Z—x

F ) ) =
(x,3,2) xy+32+yz+3x+zx+3y

este constanta.

G.M. nr. 12/2019
Solutie:
Tnlocuim z = 3 — x — y in prima fractie, obtinem:

X—y ~ Xx—y . x-y
xy+3B—-x—y) xy—-3x-3y+9 (x—3)(y—23)

Analog

y—z _ y—z
yz+3x (y—3)(z-23)

zZ—X _ zZ—X

.4p

Ca urmare:

=w—w@—a+@—n@—a+@—m@—m
x=3)y-3)(z-3)

F(x,y,2)

SF(,7,2) =0 VX, Y,Z it v et et e v e e 3D

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa VIII —a

PROBLEMA 4.

In fiecare din varfurile unui cub se pune céte un singur fruct. Frucrul poate fi banana, portocali sau
mar. Prin ,,platou” se intelege orice plan care contine 4 dintre varfurile cubului. Stabiliti daca existd o
asezare a fructelor astfel incat fiecare platou sd contina toate cele 3 tipuri de fructe. Justificati rdspunsul.

Solutie:
Notim cubul ABCDAB'C'D".
Consideram ca in A si B avem fructe de acelasi fel, de exemplu banane.

Rezultd ci in C si D avem mir si portocald sau invers. Analog in A" si B, deci planul (CDA B ) nu contine
banane.

Rezulta ca nu se poate ca pe o muchie sa avem doua fructe de acelasi fel. .........ccooeviiiiiiininns 4p
Analizam cazul in care in A si B sunt fructe diferite, de exemplu mar in A si banana in B.

Fiecare din planele (ABCD), (ABB'A ) si (ABC D) va contine o singuri portocald. Deci in 3 dintre varfurile
C,D, A, B’,C, D’ vor fi portocale, iar Tn celelalte 3 vor fi doui mere si o banani, sau doud banane si un
mar.

Dacd sunt doua mere si o banand atunci vor exista doud muchii paralele care nu contin banana, deci
imposibil.

Daca sunt doua banane si un mar atunci exista doud muchii paralele care contin mar.

Deci nu este posibil ca toate platourile sd contina toate tipurile de fructe. ..........ccoceveeveverenenienineenen. 3p

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa IX -a

PROBLEMA 1.

Sd se determine functiile f: N* — R cu proprietatea :

fO+2-f2)+3-fB)+..+n-fn)=f(n+1)—1,VneN"”

Solutie.

Pentru n=1 relatia devine f(2) = 1+ f(1). (1 punct)
Pentru n=2 relatia devine f(1) + 2f(2) = f(3) — 1 & f(3) = 3(1 + f(1)). (1 punct)
Pentru n=3 relatia data conduce la f(4) = 12- (1 + f(1)). (1 punct)

Prin inductie se aratd ca f(n) = %’(1 +f(1)), pentru oricen > 2. (unde n!=1-2-..-n)

(3 puncte)
Notand f(1)=a, unde a este un numar real, rezulta ca functiile cautate sunt:
i a n=1
f:N —>R,f(n)={n!(c;+l), n>2" (1 punct)

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa IX -a

PROBLEMA 2.

Sa se rezolve in R ecuatia:

Vx2+31x+ Vx+31 =x+ Vx+8

Solutie:

Jx(x+31)+ Vx+31 =Vx(Wx+ 1)+8
Vx+31 (Vx+ 1) =vVx(Wx+ 1) +8

Wx+1) (Vx+31 — Vx)=8

notim a= +Vx+31 sib= x

{(b+1)(a—b)=8 @{(b+1)(a—b)=8

a’? — b? = 31 (a—b)(a+b)=31
b+1 8 23b + 31

dar a#b = = — oa= = 15b%> +46b —33 =0
a+b 31 8

b = 11 b = 3 9

1 = 31 2 — 5 :X—ZS

Nota:

2p

2p

2p

1p

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa IX -a

PROBLEMA 3.

Fie rombul ABCD si punctele M € (AB),N € (BC), P € (CD). Sa se arate ca centrul de greutate al
triunghiului MNP apartine dreptei AC daca si numai daca AM + DP = BN.

Solutie:
Fie R mijlocul lui [NP] iar MR N AC = {G}
MG

Consideram TR =k, AB = aq, ter tee ees nee ees es ee e nee ees ee sae ees nee ees ee se ees ee aes see see een nee aes ee s LD
6= —— i+ ——ap -~ Mg K 1oy, ap
14k 1+k" 14k a 1+k 2
- AME . X (4B + BN)+ — " (4D + DP)
“1+koa 2(1+ k) 2(1+ k)
= AB + AB + k 5V ¢ + k AD + k__DP e
T (1+ka 2(1+ k) 2(1+k) a 2(1+k) 2(1+k) a
_( AM N k N kDP >_,+( kBN 4 k )ﬁ )
“\A+r0a’ 20+k) " 2a(d+k) 2a(1+k) " 20+ k) B 4

_ — ——

AC = AB + AD

AM__k _ kDP__ kBN  k
(1+ka 2(1+k)  2a(1+k) 2a(l+k)  2(1+k

E,R coliniari &

AM N kDP kBN
(1+k)a 2a(1+k) 2a(l+k)

k k
AM 4 5DP = SBN (5 o 2 3P

()
G centrude greutate & k=2 S AM +DP = BN ....ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii, 1p

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa IX -a

PROBLEMA 4.

1. Se daunumerelex,y,z > 0pentrucarex +y + 2z = 2.

o . X=y y—-z zZ—X
a) Sase demonstreze ca + + =0
xXy+2z VZ+2x zZx+2y
o v z 9
b) Sa se demonstreze ca 4 > -
Xy+2z VZ+2x zZxX+2y 8

Barem
a)
x—y y—z Z-x x—y y—z zZ—x _ x-y y—z
xy+2z  yz+2x = zx+3y - xy+(x+y+z)z  yz+(x+y+z)x  zx+(x+y+z)y - (x+z)(y+z) (x+y)(x+2)
zZ—x _ x2—y?4y2-72472—x2 0 3p
G (12) Gt 1Dy 12)  reeererereeeerearerraraeraes
) x y z 0y z x — x y z 1( x+y +
xy+2z = yz+2x = zx+2y - xy+2z = yz+2x = zx+2y xy+2z = yz+2x = zx+2y T2 (x+z)(y+2)
y+z zZ+x )
.......................................... 1
Geis T wmos) Y P
Notam.x+y=a,y+z=b,z+x=c,a,b,c >0
1(a b c 1 a®+b%+c? _ 1 ab+ac+bc 11 , 1 1
O B N 1 T s 1
2(bc+ac+ab) 2 abc 2 abc 2a+b+c () P
1.1.1
PR 3 1 1,19
a b c
G2 > —— = -+ =4+ === (3 1
3 ~ a+b+c a+b+c_4() P
1,2),3) «x z 9
= 4 > e, 1p

xy+2z  yz+2x  zx+2y ~ 8

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa X -a

PROBLEMA 1.
Fie numerele complexe z,, z,, ..., Z,y,, , fiecare avand modulul egal cu 1 si z, +Z, +...4+ Z,,,, =0. Sa se

2020

arate ca Z|Z—Zk| >2020vzeC.
k=1

Solutie:

. . T — .1 1
Din z, + 7, +...4 Z,p0 = 0 rezultd 7, + 7, +...4+ Z,p,, =0, deci —+—+...+
Zl 22 Z2020

=0 (2p)

2020 2020
Dlz-z|=2al
= P}

z 2020
E

k=1

z
——1‘ (2p)
Zk
2020 7
—-1=>
Zk l‘

Folosind inegalitatea triunghiului avem >
k=1

=2020 (3p)

2020
Zz(i+i+...+ 1 ]—2020
22

k=1 Zl Z20201

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

Etapa locald - 01. 02. 2020

BAREM DE CORECTARE - Clasaa X —a

PROBLEMA 2.

Determinati X, Y € (0, +oo) astfel incat

Solutie:

Notam Ig x — 1g 2020 =a si Ig y — Ig 2020 =b
Avem Ig(ﬁj =lgx-lgy=a-b. (1p)
y

Ecuatia devine (a - b)?= -3ab , adica a®+ ab + b>=0. (3p)

2

a
daca b # 0 atunci avem ecuatia (E) + (3) + 1 = 0,nu are solutii reale

decib =10
Solutia unica a acestei ecuatii omogene este a = b = 0. (2p)

Decix =y =2020. (1p)

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa X -a

PROBLEMA 3.

Rezolvati ecuatia 3/4x—5+%/x—2=%/2x-1 R
Solutie:

Observam ca x=2 este solutie. (1p)

1 : e L
Deoarece x = > nu este solutie, putem imparti ecuatia prin 3/2x—1 .

Obtinem 5\/4)“5+5\/X_2 1. (1p)

2x—1 2x -1 -
Deoarece X =2 _p__3 si x-2 _1f, 3 putem nota __3 (2p)
2x-1 2x-1 2x-1 2 2x -1 2x -1

Ecuatia devine 3/2+t +51/%(1+t) =1 (*).

) 11 . 5 . C
Deoarece functia f(t) =3/2+t +5 §(1+ t) este strict crescdtoare pe R , ecuatia (*) are solutia unica

t=-1.

Deci x=2 solutie unica. (3p)

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa X —a

PROBLEMA 4.

Sa se determine functia f: R — (0, +o0) care verifica simultan conditiile :
a) f(x)<5" vxeR

b) f(x+y)<f(x)-f(y) vxyeR

Solutie :

Logaritmam in baza 5 ambele relatii si obtinem :

log(f(x))<x si logs(f(x+y))<log,(f(x))+log,(f(y) VX yeR

Notand g(x)= log4(f(x)) avem g(x) <x (1)si g(x+y)<g(x)+g(y) VxyeR (2)
Din (1) rezulta g(0) < 0 si din (2) pentru x=y=0 rezulta g(0) > 0, deci g(0) =0 ................

Din (2) pentru y = - x avem 0=g(0) < g(x)+g(-x), adica g(X) > - §(-X) «ceerererrerieririninnennns

Din (1) g(-x) < - x, adica -g(-X) > X, d€CT Z(X)ZX. 1oererirrinrierieriesiesiesiesieseseseeseeseeseessessesrens

In concluzie g(x)=x, adica f (X) =55 VX ER oo e

Nota:

(2p)

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI -a

PROBLEMA 1.
Fie A € M,(R*),n € Nimpar
Dac3d A- A = I, ardtati ca det(4%? — I,,)) = 0,unde A! este transpusa maticei A

Solutie:

det(A? —I1,) = det(A> —A-AY) =det(A) -det(A—AY) (1) coiiiiiiiiiiiiiiiiiieee 3p

Dar det(A — A) = det(A — AY)t = det(At — A) = (—1)"det(A — AY) = —det(4 — AY)

5 AEt(A = AY) = 0 oo 3p

)
S5 AE(AZ = 1) = 0 ooeeeeee e

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI -a

PROBLEMA 2.
Se considerd sirul (ay)ns1 cu a; € (0,1) si apeq = 2% —1 pentrun > 1. Sa se calculeze:

Apy1

a.) lim a, b.) lim
n—oo n—-oo an

Gazeta matematica
Solutie:
a.) Searaticia, € (0,1), Vn € N*
Deoarece a1 — a, = 2% —1— a, <0,Vvn € N* = sirul (a,),», este strict descrescator.
deci SiTUl (Ap)ns1 €SEE COMUETGONE  .voveeiiieie ettt bbb 2p

Fiel = lim a,

n—oo

Trecand la limiti in relatia de recurents, obtinemcil= 2! -1 =1[1=0 saul=1

Cum sirul este descreSCator, | = 0. ..o e 2p
b.)
lim 241 = |jm 222 = In2
n—-oo dn n—oo an
............................................................................................................................................... 3p
Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI -a

PROBLEMA 3.
Determinati toate multimle A = {A, B, C} cu proprietatile:

i) A,B,C € M,(R) nesingulare;
ii.) VX,Y € A = XY € A.

Solutie:

FieX € A, X+, = X" €e AVvn € N = Ip,q € Na.il. XP = X1

=>Xp_q=12=>12chl$X,IZchl ................................................... 2p
1) DaciX? = I,,fie A= {I,,X,Y} = {I,,X,Y?, XY} = {X,],,XY}

Deci, XY =Y =Y = L, contradictie ...........ccooiuiiiiiiiiiiiiiiie i Ip
2) DacaX? # I, cumX? # X = X3 =1, deci, A = {I;,X,X?} oooiiiiiiiiiiinl 1p

Determinim toate matricele X cu X3 = I,
detX) =1, X>-Tr(X)' X+ L, =0, =2 X*=Tr(X): X—- I, =
XB=Tr(X) X2 —-X=>L=TrX)Tr(X)X—-L)—X > Trx)?*-DX= TrX)+ 11,

DacA Tr(X) = -1 = X2+ X+ I, = 0,

. _(a b a+d= -1 s e g .
FieX = (c d) = {ad Cbe =1 = exista o infinitate de matrice X ..................... 2p
Daca TT'(X) = -1 = (TT(X) — 1)X =1, = X= m - I Sl
det(x) =1 = (Tr(;) 1) =1 = Tr(x) =2sauTr(x) = 0 caz care nu convine ......... Ip

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI -a

PROBLEMA 4.

Fie f,g : [0,1] = R doua functii monotone. Sa se arate ca existd ¢ € (0,1] astfel incat:

flc)+g(c) + sin%

Procedam prin reducere la absurd

Presupunem
fx)+gkx) = sini VX € (0,1] oo 2p
Fie sirul
1
(Xpnzrcuxy, = 7——n =21 = sin—= (-1)" vne N’
5 + nn Xn
Sirul (V)1 Yn = (—1)™ nu este convergent (1) oo 2p

Fie sirurile (ap)ns1 Si (bp)ns1,unde a, = f(x,) si b, = g(x,) Vn =1 sunt monotone si

MArZINIte, dECT CONMVEIZENLIE. ...eiiuiiiiiiiiiieiieriieeteeette et eeette et e stteebeesiteebeesseeesbeesseesnbeesaeeensesanneeannes 2p
Asadar (a,, + by)ns1, este convergent contradictic Cu (1). ..ocoveververieireniereieee e 1p
Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasa a XIl —a

PROBLEMA 1.
51
4
X
Sa se calculeze f dx
CoS x
3T
4
Solutie:
px)=2n—x; @ Y(x)=2m-x;
5m 3n st 5m st
4 4 4 4 4
T—X 2T
f ] j =f - j ...... 3p
cosx sX cos x cos x
3T 51 3T T T
4 4 4 4 4
5T 5m V2
4 4 2
f f CoS X d = f 1 dt =
cos x 1 — sin2x x=n t2—1 -
3n 3n V2
4 4 2
V2 V2
N | I ikl
2 ev1l|lvz T 20 vz |
- -7 Tl
2
T |W2+1 T 2
= ——=In =——In(V2+1) = =7In(VZ 4+ 1) ees oo A
i = - Jin(2 4 1) = a2+ ) »

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

Etapa locald - 01. 02. 2020

BAREM DE CORECTARE - Clasa a XIl —a

PROBLEMA 2.

Pentru m,ne N notdm | =

O ey

Solutie (barem de corectare)

Nota:

V4
Functia tangenta este crescatoare pe [0, Ej rezultd cd 0 <tgx<tgl Wxe [0,1],

deci 0 <tg®°x < (tgl)zozo VX e [0,1] ....................................................................................
Atunci
1 1 t 1 2020 .
0< 1 o0 = J x"tg**xdx < (tg1)™* jx”‘dx - (to1)™ —0,= lim 1,050 =0 .........
Y 0 0 m-+ m>
. V3
Fie o € Rastfel incat Z L L ettt e ete et st et e ee et seneae s aeeeananas
1 1 1 1

Lin= fxtg”xdx > fxtg”xdx >a ftg”xdx >a f tg"adxZ2a=a(l—a) .........

0 a a a

Cumtga >1sil—a >0 avem ML =00 s
n—owo -

x"tg"xdx . S3 se calculeze lim I o, si lim 1, .
m—o n—oo

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasa a Xl -a

PROBLEMA 3.

Consideram H,, H,, H; subgrupuri ale lui (C*, -) avind m, n respectiv p elemente, unde (m,n) =1,

(n,p) = 1si (m,p) = 1. Sa se determine numarul elementelor multimii H;, U H, U Hs.

Solutie:
H subgrup cu n elemente a lui (C*, -)
H= {x,x5,.., X, }p = H= {xx1,xXx5,..., XX, }= {X1,%3,..., X, } pentru Vx e H =
= (xx)(xxy) o (Xxx,) = X1%9 o Xy = X" =1 = H=Up ceeeevcevvveeee0a . 2P
Daca (m,n) = 1si x, radacina comuna a ecuatiilor
xM=1six"=1 = 3Fkl € Zsil=km+Iln=
Xg = xEMH = (XTI (XY =1 e e el 3D
Daca notam n(A) numarul de elemente ale multimii A=
n(H, UH, UH;) =
=n(H,) + n(H;) + n(H;) —n(H,N H,) —n(H,N H3) —n(H,N H3) + n(H,N H,N H3)

=m+n+p-—2 N1 £

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasa a Xl -a

PROBLEMA 4.

2 2
Fie Auninel si @,b € Acu proprietatea ca a>+b” =ab. S& se arate c3 (ab) =b%a’ si (ba) =a’b®.

Solutie (barem de corectare)

Din ipotezd obtinem: E:l(c’:l2 +b2) = azb,(az +b2)b = ab? si prin adunarea celor dou3 avem

R R N R 2p

Din a’ (a’ +b”)=a% sidin (1) obtinem a2 =—a* —b*,(2) w.occurvurrriccdp
b(a®+b*)a=baba=ba’+b’a= (ba)’ g(ba)2 ——a*—b* e 1p
g(ba)2 5 1p

(ab)’ = (a2 +b?)" =a* +b* +a’h® +b’a’ =a* +b* —a’ ~b* +b%a’ =b%a’ .....2p

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



