OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa V -a

PROBLEMA 1.

Un numar x de 7 cifre format cu cifrele 0, 1, 2, 3,4 ,5 si 6 are proprietatile:
i) Fiecare cifra a numarului x apare in numar exact o data;
i) Suma oricaror trei cifre consecutive ale numarului x este divizibila cu trei;
iii) Oricare doua cifre alaturate ale numarului x au paritati diferite;
iv) Numarul format din primele doua cifre ale numarului x este un numar prim.
Sa se afle numarul x.

Barem

Fie x = abcdef g numarul cautat.

Deoarece, ab este NUMAT Prim aVEM D = 1 SAU D = 3. ..ot see s seesseensra e sessees 1p
B B e Yo Y A A SRR Ip
dacd a =4 sib =1 atunci nu existd c care sd verifice cCoNAitia ii).............ccoveeevvveeevieieeiiireiiieeeiiieeesiinaans 1p
dacda=6sib=1atuncic=2,d=3,€=4, f=5S5iG =0 uuueeeeeeceeeeeeeciiieeeeectieeeessee e e eciea e e 1p

deci x = 6123450

2 b=3>a=2saua=4

dacda=2sib=3atuncic=4,d=5e=6,f=15ig=0
X =2345610, NU VErifiCa CONAILIO Qi) ...vevvereeeeeeeeeciieeeeeeeieee ettt e ee e e e ettt e e e e e ste e e e s sstaeaessstesaesssssnaaaanas 1p
dacda=4sib=3atuncic=2,d=1,e=6,f=5sig=0
X =4321640, NU VErifiCa CONTILIA i) cvoveverrereeeeeiereeeeieeeceeeeeeeecte ettt s e e se e e s taa e e teeeataeeetsaseasssaesseeensns 1p

Singura solutie @Ste X = G123450. ........eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeetee et e ettt e e e a e e et e e e e e e e e s rtaaaeearnees 1p

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa V -a

PROBLEMA 2.

Determinati ultima cifrd a numarului 4(@1t@2)(@z+as)(as+as).(a2019+@1) _ 1 ynde ay, 0,0z, ...Azg19 SUNt NUMere
naturale nenule.

Gazeta Matematica 6-7-8
Barem
Presupunem ca (a; + ay)(a, + az)(az + ay) ... (azp19 + 1) = impar

( a, +a, = impar
a, + a; = impar
as + a, = impar
= < 2p

\d2019 + a; = impar

2(a; + a; +a; + -+ ayp19) = impar(suma de 2019 termeni impari) Contradictie. .........ccceu...... 2p
- (al + az)(az + a3)(a3 + a4,) (a2019 + al) T 2 P PP PPN 1p
(4001 +02)(@2+05) (@5 @0) - (@a019+@2) — 1) = 5 2

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa V -a

PROBLEMA 3.

Aflati cifrele @, b, ¢, X,y daca abc + ab + ¢ = txya

Solutie (barem de corectare)

Relatia se scrie 109a+11b=998 c+100XT10Y. ..ccvviiriiiiiiiireeie e 1p
Din a, bcifre avem 109a+11D< 1080 = € = Lo 1p
Relatia devine 109a+11b=998+100x+10y.

Din 109a+11b< 1080 si 109a+11b=998+100x+10y.

avem 998+100x+10y< 1080 sau 100x+10y< 82 ,deci x = 0,

Relatia devine 109a + 11b = 998 + 10y.

Daca a<8 atunci 109a< 872 si din 11b < 99 obtinem 109a + 11b < 971,

AdICA 998HL0Y 071, 1ot 2p
Decia=9

Relatia devine 981+11b=998+10y sau 11b=17+10y, de unde b=7, $1 y=6 ......cccceeririiriierierieieereeee 2p
Concluzie a=9, D=7, CZL, XT0,YT0 ..ooviiece ettt st sttt st s b e et re e ae e re e 1p
Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
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PROBLEMA 4.

Fie n un numar natural nenul si S,, suma primelor n numere naturale impare care nu sunt divizibile cu 5.
a.) Aratati ca daca n se divide cu 4, atunci S,, se divide cu 5n.
b.) Aflati restul impartirii lui S5, la 2021.

Solutie (barem de corectare)

Nota:

a) Numerele impare care nu se divid cu 5 sunt de forma 10k+1, 10k+3, 10k+7, 10k+9, unde k este numar
natural. Intr-adevir pentru k=0 numerele sunt 1, 3, 7,9, pentru k=1, avem 11, 13, 17, 19 numere care
NU SE QIVIA CU Bttt 1p.

Deci numarul termenilor se divide cu 4, atunci n=4k+4 si 1i putem grupa cate 4 astfel
Sp=14+3+7+9)+(11+13+17+19) + -+ (10k + 1+ 10k + 3 + 10k + 7 + 10k + 9)

=20+60+ -+ (40k +20) =20[1+ 3+ -+ (2k +1)] = 20(k + 1)®> =5 - 4(k + 1)? = 5n, deci
S SE AIVIAR CU BN oottt r e et e aeebe e e e be s e e neaneeneas 2p
D) SCIHEM 202074505 ...ttt 1p

AtUNCI Sy020 = 20 - 5052 = 4-5-505 - 505 = 4+ 505 - 5 - 505 = 2020 - 2525 = 2020 -
(2021 + 504) = 2020 - 2021 + 2020 - 504 = 2020 - 2021 + (2021 — 1) - 504 = M,,,, — 504 =
M2021 + 1517 .................................................................................................................. 2p

RESTUI BSTE 1517 ... ittt ettt st e s be e s e st e s beebe e besbesre e e e st estestesneeseas 1p

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa VI -a

PROBLEMA 1.

In jurul punctului O se formeaza unghiurile BOC, COD, DOA si AOB.

Stiind ci masura unghiului format de bisectoarele unghiurilor COD si DOA este de 95°, masura unghiului
COD este doua treimi din masura unghiului AOD si suplementul unghiului AOB este egal cu complementul
unghiului BOC, sa se afle masurile unghiurilor COD, DOA, AOB si BOC.

Solutie (barem de corectare)

DeSeN.....ooiiie 1p
A Ducem [OM bisectoarea unghiului COD si [ON
N bisectoarea unghiului AOD.
m(MON) = 95° < m(MOD) +m(DON ) = 95 <
< m(COD) + m(AOD) =190° = m(AOB) +
+M(BOC) =170° ..o 1p
B A A
Notim m(AOB)=x° si m(BOC)=y°. Deci
XP+y°=170°. o, 1p
M C Deoarece suplementul AOB este egal cu complementul
BCSC avem:
180° —x°=90° —y° <180° =90° + x° -~ y° < <180° -90° = x* -y’ & x° —y® =90°.............. 1p

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;

20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;
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PROBLEMA 2.

1.

Barem

b)

Nota:

Fie numarul n = 20203.

a) Sase descompuna n in factori primi.

b) Sa se demonstreze cd oricum am alege 9 divizori naturali ai lui n, intre ei exista doi a caror produs este
patrat perfect.

c) Sa se afle cel mai mic numar natural nenul m astfel incat oricum am alege m divizori ai numarului n
intre ei sa existe doi a caror produs sa nu fie patrat perfect.

n=20203=2%-53-1013 ..o, 2p

Un divizor al lui n este de forma 2* - 5Y - 1017, unde y, z sunt numere naturale mai mici sau egale cu 3 iar
X numar natural mai mic decat 7.

Fied; = 2*-5Y-101%sid, = 2%-5% - 101€ atunci d; * d, = 2%+ - 5Y*0 . 101%*Ce patrat perfect daca
si numai dacd x + a,y + b,z + c sunt pare adicd x si a au aceeasi paritate, y si b au aceeasi paritate
respectiv z si ¢ au aceeasi paritate....... 1p

Divizorii lui n sunt de forma 2* - 5¥ - 101%, in functie de paritatile lui x, y, z avem 8 grupe posibile:
(1) x —par,y —par,z — par

(2) x —par,y —impar, z — par

(3) x — impar,y — par,z — par

(4) x — impar,y — impar, z — par

(5) x —par,y —par,z — impar

(6) x —par,y —impar, ,z — impar

(7) x — impar,y — par,z — impar

(8) x —impar,y — impar,zZ — iMPAT ......ovvoveereeenereennne 1p
Deci oricum am alege 9 divizori intre ei exista doi care se afla in aceeasi grupa deci produsul lor este patrat
PErfECt. ..o e 1p

De la 0 pana la 3 avem 2 numere pare si 2 numere impare, iar de la 0 pana la 6 avem 4 numere pare si 3
numere impare deci cele mai multe elemente le avem in grupele (1), (2), (5),(6) unde avem 4 -2 -2
adicalé numere.

Dacd am alege cel mult 16 divizori ar fi posibil ca toti sa fie din aceeasi grupa deci produsul oricaror doi sa

fie patrat perfect.....cccceevveceececcecennnne, 1p
Oricum alegem 17 vor exista cel putin doi care sa se afle in grupe diferite deci produsul lor nu va fi patrat
perfect

Decim = 17. 1p

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;
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PROBLEMA 3.
Se considera multimile A={ 3p+2 |[pe N}, B={5k+4 | ke N} si C={ 15m+14 | me N }.

a) Verificati daca numerele 14 si 29 apartin multimii ANB.
b) Aratati ca AnB = C.
c) Aflati cate numere x indeplinesc conditiile x € C si 500<x<1000.

Solutie (barem de corectare)

a) 14=3x442 51 14 =5X244 =14 € AN B..ooctoiiieieect et 1p
29 = 3xT7+2 5129 =5X5+4 = 29 € AN B..osi ettt 1p

b) Fie x e ANB = x = 3p+2=5k+4 =3p=5k+2= 3p=5(k-2)+12 = 3(p-4)=5(k-2)................ 1p
P-AeEMs=pPeEMstd =S XEMis+ 14 =X EC . cooiiiiiiiiece e 1p
FiexeC =2x=3-5bm+4)+2€Asix=5-3m+2)+4€B=>ANB=C ... 1p

c) 500<15m+14<1000

32,4 <m=<65,7(3), me{ 33,34,....,65 }, SUNL 33 NUMEIE......ocvrreriirirereienie e e 1p

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;
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PROBLEMA 4.
Se considera numerele strict pozitive si distincte x4, X5, ..., x43 astfel incat

1 1 1
—+ —+ -4+ — > 6.
X1 X2 X63

Aratati cd cel putin unul dintre aceste numere nu este natural.
Solutie:

Presupunem cé x4, x5, ..., X3 € N si fiind distincte fara a restringe generalitatea consideram ca

X1 <x2 < .. < X63 = X1 21' Xy 22' X63 > 63

S 1+1+ +1<1+1+1+ +1 S
= = — —_ e —_— —_ —_— “ee —_—
X1 Xy Xe3 2 3 63 1

S—1+(1+1)+(1+1+1+1)+(1+ +1)+(1+ +1)+(1+ +1>
e 2 '3/ 4" 576 7/ \8 15 16 31 32 63

1 1 1 1 1
S <14 5247 4+5 8+ 16+5-32=1+1+1+1+1+1=6

= § < 6 contradictie = cel putin un numar nu este natural.

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



