
OLIMPIADA NAȚIONALĂ DE MATEMATICĂ 

Etapa locală - 01. 02. 2020 

BAREM DE CORECTARE - Clasa a XII –a 

 

Notă: 

1Fiecare corector acordă un număr întreg de puncte;  
2Orice altă rezolvare corectă se punctează corespunzător;  

PROBLEMA 1. 

𝑆ă 𝑠𝑒 𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑒𝑧𝑒 ∫
𝑥

cos 𝑥
∙ 𝑑𝑥

5𝜋
4

3𝜋
4

 

Soluție:  

𝜑(𝑥) = 2𝜋 − 𝑥;    𝜑−1(𝑥) = 2𝜋 − 𝑥; 

∫
𝑥

cos 𝑥
∙ 𝑑𝑥 = ∫

2𝜋 − 𝑥

𝑐𝑜𝑠 𝑥
(−1) ∙ 𝑑𝑥 =

3𝜋
4

5𝜋
4

∫
2𝜋 − 𝑥

𝑐𝑜𝑠 𝑥
∙ 𝑑𝑥 =

5𝜋
4

3𝜋
4

∫
2𝜋

𝑐𝑜𝑠 𝑥
∙ 𝑑𝑥 −  ∫

𝑥

𝑐𝑜𝑠 𝑥
∙ 𝑑𝑥

5𝜋
4

3𝜋
4

… … 3𝑝

5𝜋
4

3𝜋
4

5𝜋
4

3𝜋
4

 

⇒ 𝐼 = 𝜋 ∫
1

𝑐𝑜𝑠 𝑥
∙ 𝑑𝑥

5𝜋
4

3𝜋
4

= 𝜋 ∫
cos 𝑥

1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥
∙ 𝑑𝑥

5𝜋
4

3𝜋
4

=  −𝜋 ∫
1

𝑡2 − 1
∙ 𝑑𝑡 =

−
√2
2

√2
2

 

= −
𝜋

2
ln |

𝑡 − 1

𝑡 + 1
| ||

−
√2

2

√2

2

= −
𝜋

2
ln |

−
√2
2 − 1

−
√2
2 + 1

| = 

= −
𝜋

2
ln |

√2 + 1

√2 − 1
| = −

𝜋

2
ln(√2 + 1)

2
= −𝜋 ln(√2 + 1) … … … … … … … … … … … … 4𝑝 
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Notă: 

1Fiecare corector acordă un număr întreg de puncte;  
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PROBLEMA 2. 

Pentru *,m n N  notăm 

1

,

0

m n

m nI x tg xdx  . Să se calculeze ,2020lim m
m

I


 și 1,lim n
n

I


. 

 

Soluție (barem de corectare) 

Funcția tangentă este crescătoare pe 0,
2

 


 
 rezultă că 0 1tgx tg    0,1x  ,  

deci  
202020200 1tg x tg    0,1x   ……………………………………………………………………….……….1p 

Atunci  

 
 

20201 1
20202020

,2020 ,2020

0 0

1
0 1 0, lim 0

1

m m

m m
m

tg
I x tg xdx tg x dx I

m 
      

   ….…...……2p 

Fie R astfel încât 1
4


   ……………………………………………………………………………………..…..1p 

𝐼1,𝑛 = ∫ 𝑥𝑡𝑔𝑛𝑥𝑑𝑥 ≥ ∫ 𝑥𝑡𝑔𝑛𝑥𝑑𝑥 ≥ 𝛼 ∫ 𝑡𝑔𝑛𝑥𝑑𝑥 ≥ 𝛼 ∫ 𝑡𝑔𝑛𝛼𝑑𝑥 ≥ 𝛼 = 𝛼(1 − 𝛼)

1

𝛼

1

𝛼

1

𝛼

1

0

… … . . … .2𝑝 

Cum 1tg   și 1 0   avem 1,lim n
n

I


   ………………………………………………..………………………1p 
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PROBLEMA 3. 

Considerăm 𝐻1, 𝐻2, 𝐻3  subgrupuri ale lui (ℂ∗ ,   ∙) avînd m, n respectiv p elemente, unde (m,n) = 1, 

(n,p) = 1 și (m,p) = 1. Să se determine numărul elementelor mulțimii 𝐻1  ∪   𝐻2   ∪   𝐻3. 

Soluție: 

H  subgrup cu n elemente a lui (ℂ∗ ,   ∙)  

𝐻 =  {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 }   ⟹  𝐻 =  {𝑥𝑥1, 𝑥 𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛 } =  {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 }  𝑝𝑒𝑛𝑡𝑟𝑢  ∀ 𝑥 ∈ 𝐻 ⟹   

⟹   (𝑥𝑥1)(𝑥𝑥2) … (𝑥𝑥𝑛) =  𝑥1𝑥2 … 𝑥𝑛  ⟹   𝑥𝑛  = 1 ⟹   𝐻 =  𝑈𝑛  … … … … … … . . 2𝑝 

𝐷𝑎𝑐ă (𝑚, 𝑛) = 1 ș𝑖 𝑥0 𝑟ă𝑑ă𝑐𝑖𝑛ă 𝑐𝑜𝑚𝑢𝑛ă 𝑎 𝑒𝑐𝑢𝑎ț𝑖𝑖𝑙𝑜𝑟  

𝑥𝑚 = 1 ș𝑖 𝑥𝑛 = 1 ⟹   ∃ 𝑘, 𝑙 ∈  ℤ  ș𝑖  1 = 𝑘𝑚 + ln  ⟹   

𝑥0 =  𝑥0
𝑘𝑚+𝑙𝑛 =  (𝑥0

𝑚)𝑘 ∙ (𝑥0
𝑛)𝑙 = 1 … … … … … … … … … … . 3𝑝 

Dacă notăm n(A) numărul de elemente ale mulțimii A⟹ 

𝑛(𝐻1 ∪ 𝐻2 ∪ 𝐻3) =  

= 𝑛(𝐻1) +  𝑛(𝐻2) +  𝑛(𝐻3) − 𝑛(𝐻1⋂ 𝐻2) − 𝑛(𝐻1⋂ 𝐻3) − 𝑛(𝐻2⋂ 𝐻3) + 𝑛(𝐻1⋂ 𝐻2⋂ 𝐻3) 

= 𝑚 + 𝑛 + 𝑝 − 2       … … … … … … … … … … … 2𝑝 
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PROBLEMA 4. 

Fie A un inel și ,a b A cu proprietatea că 
2 2a b ab  . Să se arate că  

2 2 2ab b a  și  
2 2 2ba a b . 

 

Soluție (barem de corectare) 

Din ipoteză obținem:    2 2 2 2 2 2,a a b a b a b b ab     și prin adunarea celor două avem 

3 3 0a b     1  …………………………………………………………………………..2p 

Din  2 2 2 3a a b a b   și din  1 obținem  2 2 4 4 , 2a b a b    ……………………..1p 

   
 

 
1

2 22 2 3 3 4 4b a b a baba ba b a ba ba a b          ……………………..1p 

 

 
2

2 2 2ba a b    …………………………………………………………………………1p 

   
 2

22 2 2 4 4 2 2 2 2 4 4 4 4 2 2 2 2ab a b a b a b b a a b a b b a b a              ………2p 

 


