
OLIMPIADA NAȚIONALĂ DE MATEMATICĂ 

Etapa locală - 01. 02. 2020 

BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI –a 

 

Notă: 

1Fiecare corector acordă un număr întreg de puncte;  
2Orice altă rezolvare corectă se punctează corespunzător;  

PROBLEMA 1. 

𝐹𝑖𝑒 𝐴 ∈  ℳ𝑛(ℝ
∗), 𝑛 ∈  ℕ 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 

𝐷𝑎𝑐ă 𝐴 ∙ 𝐴𝑡 = 𝐼𝑛, 𝑎𝑟ă𝑡𝑎ț𝑖 𝑐ă 𝑑𝑒𝑡(𝐴
2 − 𝐼𝑛) = 0, 𝑢𝑛𝑑𝑒 𝐴

𝑡  𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑝𝑢𝑠𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑖𝑐𝑒𝑖 𝐴 

Soluție: 

𝑑𝑒𝑡(𝐴2 − 𝐼𝑛) =  𝑑𝑒𝑡(𝐴
2 − 𝐴 ∙ 𝐴𝑡) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴) ∙ 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝐴𝑡)    (1) ……………………………… 3p 

𝐷𝑎𝑟 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝐴𝑡) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝐴𝑡)𝑡 = 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝑡 − 𝐴) =  (−1)𝑛𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝐴𝑡) = −𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝐴𝑡)  

⟹ 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝐴𝑡) = 0  ………………………………………………………………………….…..3p 

(1)
⇒  𝑑𝑒𝑡(𝐴2 − 𝐼𝑛) = 0 ………………………………………………………………………………1p 
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BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI –a 

 

Notă: 

1Fiecare corector acordă un număr întreg de puncte;  
2Orice altă rezolvare corectă se punctează corespunzător;  

PROBLEMA 2. 

Se consideră șirul (𝑎𝑛)𝑛≥1 𝑐𝑢 𝑎1  ∈  (0,1)  ș𝑖  𝑎𝑛+1 = 2
𝑎𝑛  − 1  𝑝𝑒𝑛𝑡𝑟𝑢 𝑛 ≥ 1.  Să se calculeze: 

𝑎. ) lim
𝑛→∞

𝑎𝑛         𝑏. )  lim
𝑛→∞

𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

 

Gazeta matematică 

Soluție: 

a.) Se arată că 𝑎𝑛  ∈  (0,1), ∀ 𝑛 ∈ ℕ
∗   

Deoarece 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 =  2
𝑎𝑛  − 1 − 𝑎𝑛  < 0, ∀ 𝑛 ∈  ℕ

∗  ⟹ ș𝑖𝑟𝑢𝑙 (𝑎𝑛)𝑛≥1 𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡 𝑑𝑒𝑠𝑐𝑟𝑒𝑠𝑐ă𝑡𝑜𝑟. 

𝑑𝑒𝑐𝑖 ș𝑖𝑟𝑢𝑙 (𝑎𝑛)𝑛≥1 𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑡   .......................................................................................... 2p 

𝐹𝑖𝑒 𝑙 =  lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 

Trecând la limită în relația de recurență, obținem că 𝑙 =  2𝑙 − 1   ⟹ 𝑙 = 0  𝑠𝑎𝑢 𝑙 = 1 

Cum șirul este descrescător, l = 0.  ...................................................................................................2p 

b.)  

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
 =  lim

𝑛⟶∞

2𝑎𝑛  −1

𝑎𝑛
= ln 2 

...............................................................................................................................................3p 
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Notă: 

1Fiecare corector acordă un număr întreg de puncte;  
2Orice altă rezolvare corectă se punctează corespunzător;  

PROBLEMA 3. 

Determinați toate mulțimle 𝒜 = {𝐴, 𝐵, 𝐶} cu proprietățile: 

i.) 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈  ℳ2(ℝ) 𝑛𝑒𝑠𝑖𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟𝑒; 
ii.) ∀ 𝑋, 𝑌 ∈  𝒜 ⟹ 𝑋𝑌 ∈  𝒜. 

Soluție: 

𝐹𝑖𝑒 𝑋 ∈  𝒜, 𝑋 ≠  𝐼2   ⟹  𝑋𝑛   ∈  𝒜  ∀ 𝑛 ∈  ℕ∗  ⟹  ∃ 𝑝, 𝑞 ∈ ℕ 𝑎. î.  𝑋𝑝 = 𝑋𝑞 

⟹ 𝑋𝑝−𝑞 = 𝐼2  ⟹  𝐼2  ∈  𝒜 ⟹ 𝑋, 𝐼2  ∈  𝒜  …………………………………………… 2p 

1) 𝐷𝑎𝑐ă 𝑋2 = 𝐼2 , 𝑓𝑖𝑒 𝒜 =  {𝐼2, 𝑋, 𝑌} =  {𝐼2, 𝑋, 𝑌
2, 𝑋𝑌}  =  { 𝑋, 𝐼2, 𝑋𝑌}   

𝐷𝑒𝑐𝑖, 𝑋𝑌 = 𝑌 ⟹ 𝑌 =  𝐼2, 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑖𝑐ț𝑖𝑒   ……………………………………………….. 1p 

2) 𝐷𝑎𝑐ă 𝑋2 ≠ 𝐼2  𝑐𝑢𝑚 𝑋
2 ≠  𝑋 ⟹ 𝑋3 = 𝐼2  𝑑𝑒𝑐𝑖,𝒜 =  {𝐼2, 𝑋, 𝑋

2}  …………………….. 1p 

Determinăm toate matricele X cu 𝑋3 = 𝐼2 

det(𝑋) = 1; 𝑋2 − 𝑇𝑟(𝑋) ∙ 𝑋 + 𝐼2 = 02  ⟹ 𝑋2 = 𝑇𝑟(𝑋) ∙ 𝑋 − 𝐼2  ⟹  

𝑋3 =  𝑇𝑟(𝑋) ∙ 𝑋2 − 𝑋 ⟹ 𝐼2 =  𝑇𝑟(𝑋)(𝑇𝑟(𝑋)𝑋 − 𝐼2) − 𝑋 ⟹ (𝑇𝑟(𝑥)2 − 1)𝑋 = (𝑇𝑟(𝑋) + 1) 𝐼2  

𝐷𝑎𝑐ă  𝑇𝑟(𝑋) =  −1 ⟹  𝑋2 + 𝑋 + 𝐼2 = 02 

Fie 𝑋 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) ⟹  {
𝑎 + 𝑑 =  −1
𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1

 ⟹   𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡ă 𝑜 𝑖𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑎𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒 𝑋  ………………… 2p 

𝐷𝑎𝑐ă  𝑇𝑟(𝑋) ≠  −1 ⟹ (𝑇𝑟(𝑋)  − 1)𝑋 =  𝐼2  ⟹   𝑋 =  
1

𝑇𝑟(𝑋) − 1
  ∙  𝐼2 ș𝑖  

det(𝑥) = 1 ⟹ (
1

𝑇𝑟(𝑋) −1
)
2

= 1 ⟹   𝑇𝑟(𝑥) = 2 𝑠𝑎𝑢 𝑇𝑟(𝑥) = 0 𝑐𝑎𝑧 𝑐𝑎𝑟𝑒 𝑛𝑢 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑖𝑛𝑒 ……… 1p 
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Notă: 

1Fiecare corector acordă un număr întreg de puncte;  
2Orice altă rezolvare corectă se punctează corespunzător;  

PROBLEMA 4. 

Fie 𝑓, 𝑔 ∶ [0,1]  →  ℝ două funcții monotone. Să se arate că există 𝑐 ∈ (0,1] astfel încât: 

𝑓(𝑐) + 𝑔(𝑐)  ≠  sin
1

𝑐
 

Procedăm prin reducere la absurd 

Presupunem 

  𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) =   sin
1

𝑥
  ∀ 𝑥 ∈ (0,1]        ………………………………………………………2p 

Fie șirul 

(𝑥𝑛)𝑛≥1 𝑐𝑢 𝑥𝑛 = 
1

𝜋
2 + 𝑛𝜋

 𝑛 ≥ 1 ⟹ sin
1

𝑥𝑛
= (−1)𝑛   ∀𝑛 ∈  ℕ∗ 

Șirul (𝑦𝑛)𝑛≥1   𝑦𝑛 = (−1)
𝑛   nu este convergent                       (1)  ............................................. 2p 

Fie șirurile (𝑎𝑛)𝑛≥1  ș𝑖   (𝑏𝑛)𝑛≥1 , 𝑢𝑛𝑑𝑒  𝑎𝑛 = 𝑓(𝑥𝑛) ș𝑖 𝑏𝑛 = 𝑔(𝑥𝑛)   ∀ 𝑛 ≥ 1  sunt monotone și 

mărginite, deci convergente.  .......................................................................................................... 2p 

Așadar (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑛≥1,  este convergent contradicție cu (1).  ......................................................... 1p 

 


