
OLIMPIADA NAȚIONALĂ DE MATEMATICĂ 

Etapa locală - 01. 02. 2020 

BAREM DE CORECTARE - Clasa a IX –a 

 

Notă: 

1Fiecare corector acordă un număr întreg de puncte;  
2Orice altă rezolvare corectă se punctează corespunzător;  

PROBLEMA 1. 

 Să se determine funcțiile 𝑓:𝑁∗ → 𝑅 cu proprietatea : 

 

𝑓(1) + 2 ∙ 𝑓(2) + 3 ∙ 𝑓(3) + … + 𝑛 ∙ 𝑓(𝑛) = 𝑓(𝑛 + 1) − 1,∀ 𝑛 ∈ 𝑁∗ 

 

 

Soluție. 

Pentru n=1 relația devine 𝑓(2) = 1 + 𝑓(1).                                                                             (1 punct ) 

Pentru n=2 relația devine 𝑓(1) + 2𝑓(2) = 𝑓(3) − 1 ⟺ 𝑓(3) = 3(1 + 𝑓(1)).                    ( 1 punct ) 

Pentru n=3 relația dată conduce la 𝑓(4) = 12 ∙ (1 + 𝑓(1)).                                               (1 punct ) 

Prin inducție se arată  că 𝑓(𝑛) =
𝑛!

2
(1 + 𝑓(1)), pentru orice 𝑛 ≥ 2. (unde  𝑛! = 1 ∙ 2 ∙ … ∙ 𝑛) 

                                                                                                                                                                      (3 puncte) 

Notând f(1)=a, unde a este un număr real, rezultă că funcțiile căutate sunt: 

𝑓: 𝑁∗ → 𝑅, 𝑓(𝑛) = {
𝑎, 𝑛 = 1

𝑛!(𝑎+1)

2
, 𝑛 ≥ 2

 .              ( 1 punct ) 
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Notă: 

1Fiecare corector acordă un număr întreg de puncte;  
2Orice altă rezolvare corectă se punctează corespunzător;  

PROBLEMA 2. 

Să se rezolve în ℝ ecuația: 

√𝑥2 + 31𝑥 + √𝑥 + 31  = 𝑥 + √𝑥 + 8 

Soluție: 

√𝑥(𝑥 + 31) + √𝑥 + 31  = √𝑥(√𝑥 +  1) + 8 

√𝑥 + 31   (√𝑥 +  1)  = √𝑥(√𝑥 +  1) + 8 

(√𝑥 + 1) (√𝑥 + 31  −  √𝑥) = 8 

 

 

2p 

   𝑛𝑜𝑡ă𝑚        𝑎 =  √𝑥 + 31   ș𝑖 𝑏 =  √𝑥  

{
(𝑏 + 1)(𝑎 − 𝑏) = 8

𝑎2  −   𝑏2  =  31   
  ⟺ {

(𝑏 + 1)(𝑎 − 𝑏) = 8
(𝑎 − 𝑏)(𝑎 + 𝑏) = 31

   

 

2p 

𝑑𝑎𝑟    𝑎 ≠ 𝑏 ⇒  
𝑏 + 1

𝑎 + 𝑏
=  
8

31
 ⟺ 𝑎 = 

23𝑏 + 31

8
 ⇒ 15𝑏2 + 46𝑏 − 33 = 0 

2p 

𝑏1 = − 
11

3
, 𝑏2 =  

3

5
    ⟹ 𝑥 =

9

25
 1p 
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Notă: 

1Fiecare corector acordă un număr întreg de puncte;  
2Orice altă rezolvare corectă se punctează corespunzător;  

PROBLEMA 3. 

Fie rombul ABCD  și punctele 𝑀 ∈   (𝐴𝐵),𝑁 ∈  (𝐵𝐶), 𝑃 ∈  (𝐶𝐷). Să se arate că centrul de greutate al 

triunghiului MNP aparține dreptei AC dacă și numai dacă AM + DP = BN. 

Soluție: 

Fie R mijlocul lui [𝑁𝑃] 𝑖𝑎𝑟 𝑀𝑅 ⋂𝐴𝐶 =  {𝐺} 

𝐶𝑜𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒𝑟ă𝑚 
𝑀𝐺

𝐺𝑅
= 𝑘, 𝐴𝐵 = 𝑎, …………………………………………………………………… . 1𝑝 

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

1 + 𝑘
 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ +

𝑘

1 + 𝑘
𝐴𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗  =

1

1 + 𝑘

𝐴𝑀

𝑎
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 

𝑘

1 + 𝑘
 
1

2
 (𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +  𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗)   

=
1

1 + 𝑘

𝐴𝑀

𝑎
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  

𝑘

2(1 + 𝑘)
 (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 

𝑘

2(1 + 𝑘)
 (𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +  𝐷𝑃⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)  

=
𝐴𝑀

(1 + 𝑘)𝑎
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  

𝑘

2(1 + 𝑘)
  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  

𝑘

2(1 + 𝑘)
 
𝐵𝑁

𝑎
 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  +  

𝑘

2(1 + 𝑘)
 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +  

𝑘

2(1 + 𝑘)
 
𝐷𝑃

𝑎
 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= (
𝐴𝑀

(1 + 𝑘)𝑎
+ 

𝑘

2(1 + 𝑘)
+ 

𝑘𝐷𝑃

2𝑎(1 + 𝑘)
) ∙  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (

𝑘𝐵𝑁

2𝑎(1 + 𝑘)
+ 

𝑘

2(1 + 𝑘)
) ∙  𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ……… . .2𝑝  

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗   𝑐𝑜𝑙𝑖𝑛𝑖𝑎𝑟𝑖 ⇔   
𝐴𝑀

(1 + 𝑘)𝑎
+ 

𝑘

2(1 + 𝑘)
+ 

𝑘𝐷𝑃

2𝑎(1 + 𝑘)
=  

𝑘𝐵𝑁

2𝑎(1 + 𝑘)
+

𝑘

2(1 + 𝑘)
 

𝐴𝑀

(1 + 𝑘)𝑎
+ 

𝑘𝐷𝑃

2𝑎(1 + 𝑘)
=  

𝑘𝐵𝑁

2𝑎(1 + 𝑘)
   

𝐴𝑀 +
𝑘

2
𝐷𝑃 =  

𝑘

2
𝐵𝑁   (∗)  ………………………………………………………………………… . 3𝑝 

𝐺 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑢 𝑑𝑒 𝑔𝑟𝑒𝑢𝑡𝑎𝑡𝑒 ⟺   𝑘 = 2  
(∗)
⇔𝐴𝑀 +𝐷𝑃 =   𝐵𝑁 …………………………………..1p 
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Notă: 

1Fiecare corector acordă un număr întreg de puncte;  
2Orice altă rezolvare corectă se punctează corespunzător;  

PROBLEMA 4. 

1. Se dau numerele 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 pentru care 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2.  

a) Să se demonstreze că  
𝑥−𝑦

𝑥𝑦+2𝑧
+

𝑦−𝑧

𝑦𝑧+2𝑥
+

𝑧−𝑥

𝑧𝑥+2𝑦
= 0. 

b) Să se demonstreze că  
𝑥

𝑥𝑦+2𝑧
+

𝑦

𝑦𝑧+2𝑥
+

𝑧

𝑧𝑥+2𝑦
≥
9

8
. 

Barem 

a)  

𝑥−𝑦

𝑥𝑦+2𝑧
+

𝑦−𝑧

𝑦𝑧+2𝑥
+

𝑧−𝑥

𝑧𝑥+3𝑦
=

𝑥−𝑦

𝑥𝑦+(𝑥+𝑦+𝑧)𝑧
+

𝑦−𝑧

𝑦𝑧+(𝑥+𝑦+𝑧)𝑥
+

𝑧−𝑥

𝑧𝑥+(𝑥+𝑦+𝑧)𝑦
=

𝑥−𝑦

(𝑥+𝑧)(𝑦+𝑧)
+

𝑦−𝑧

(𝑥+𝑦)(𝑥+𝑧)
+

𝑧−𝑥

(𝑥+𝑦)(𝑦+𝑧)
=
𝑥2−𝑦2+𝑦2−𝑧2+𝑧2−𝑥2

(𝑥+𝑦)(𝑥+𝑧)(𝑦+𝑧)
= 0. ............................3p 

b) 
𝑥

𝑥𝑦+2𝑧
+

𝑦

𝑦𝑧+2𝑥
+

𝑧

𝑧𝑥+2𝑦
=

𝑦

𝑥𝑦+2𝑧
+

𝑧

𝑦𝑧+2𝑥
+

𝑥

𝑧𝑥+2𝑦
⟹

𝑥

𝑥𝑦+2𝑧
+

𝑦

𝑦𝑧+2𝑥
+

𝑧

𝑧𝑥+2𝑦
=
1

2
(

𝑥+𝑦

(𝑥+𝑧)(𝑦+𝑧)
+

𝑦+𝑧

(𝑥+𝑦)(𝑥+𝑧)
+

𝑧+𝑥

(𝑥+𝑦)(𝑦+𝑧)
) (1)..........................................1p 

Notăm. 𝑥 + 𝑦 = 𝑎, 𝑦 + 𝑧 = 𝑏, 𝑧 + 𝑥 = 𝑐 , 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 
1

2
(
𝑎

𝑏𝑐
+

𝑏

𝑎𝑐
+

𝑐

𝑎𝑏
) =

1

2
∙
𝑎2+𝑏2+𝑐2

𝑎𝑏𝑐
≥
1

2
∙
𝑎𝑏+𝑎𝑐+𝑏𝑐

𝑎𝑏𝑐
=
1

2
(
1

𝑎
+
1

𝑏
+
1

𝑐
)  (2)............................1p 

1

𝑎
+
1

𝑏
+
1

𝑐

3
≥

3

𝑎+𝑏+𝑐
⟹

1

𝑎
+
1

𝑏
+
1

𝑐
≥
9

4
 (3)............................1p 

(1),(2),(3)
⇒      

𝑥

𝑥𝑦+2𝑧
+

𝑦

𝑦𝑧+2𝑥
+

𝑧

𝑧𝑥+2𝑦
≥
9

8
 .............................1p 

 


