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PROBLEMA 1. Suma a cinci numere naturale distincte doua cate doua este 575. Stiind ca
suma diferentelor dintre cel mai mare dintre ele si fiecare dintre celelalte 4 numere este 10, aflati

cele 5 numere.

PROBLEMA 2. Sa se afle numerele naturale z stiind ca, adunand z cu suma cifrelor lui x se

obtine 2018.

PROBLEMA 3. Pe un monitor apare scris un numar natural. Prin pas se intelege inlocuirea
numarului de pe monitor, cu suma dintre produsul cifrelor sale gi 23. Se stie ca primul numar care

apare pe monitor este 23.
a) Aflati ce numar este scris pe monitor dupa 10 pasi.

b) Aflati care este al 2018-lea numaér care apare pe monitor.

PROBLEMA 4. Se considera numerele a si b,
a=1-243-4+5-6+...4+2017-2018
b=2-34+4-5+6-7+ ... 42018 - 20109.

a) Aflati ultima cifrd a numarului b — a;

b) Aratati cd numarul a + b+ 2018 nu este pitrat perfect.

!Timpul efectiv de lucru este de 2 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problemi se noteaz# de la 0 la 7.
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1 30

PROBLEMA 1. Si se determine x,y, z € N, z # 0, pentru care = + — 113
y+ -
z

PROBLEMA 2. Se considera numerele naturale a = 5n +6, b = 4n + 5 si ¢ = n + 1, unde
n € N. Sa se arate ca:

a) [b,c] =b-¢;

b) (a,b) + (a,c) este numdr par.
[z,y] reprezintd cel mai mic multiplu comun a numerelor x si y, iar (z,y) reprezinta cel mai mare

divizor comun a numerelor x si y.

PROBLEMA 3. Fie ABC un triunghi oarecare. Construim in exteriorul sau triunghiurile
isoscele MAB si NAC cu [AB] = [AM] si [AC| = [AN], astfel incat [M C] = [BN]. Demonstrati
ci BAM = CAN.

PROBLEMA 4. Consideram unghiurile @2, @3, cee An/OA\nH, A@Al , in jurul unui
punct O, astfel incat

m(A0A) = 1°, m(A,045) =2°, m(A;04,) =3°,..., m(A,04,.1) =n”,

unde n € N*. Daca m(A@Al) = 9°, aflati numarul n.

!Timpul efectiv de lucru este de 2 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problemi se noteaz# de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1. Determinati perechile (a,b) de numere naturale cu a > b, pentru care numérul
a—2>
= este natural.
14+ ab

PROBLEMA 2.

a) Sd se demonstreze cd, dacd a si b sunt doud numere rationale pozitive cu a < b, atunci

ot 1
b \/a.b a’
b) S& se arate c& g < (\/6)_1 + (\/ﬁ)_l + (\/ﬁ)_l < %

PROBLEMA 3. In triunghiul ABC, fie D mijlocul laturii (AC), iar (DE si (DF bisectoarele
unghiurilor <AD B, respectiv<CDB (E € (AB), F € (B(C)). Aritaticd, daca EFNDB = {M},
atunci EF =2 - MD.

PROBLEMA 4. Se considera triunghiul isoscel ABC' cu AB = AC. Fie D mijlocul laturii
(BC), M mijlocul segmentului (AD), N piciorul perpendicularei din D pe BM si E simetricul
lui B fata de M. Aratati ca:

a) ADCE este dreptunghi;

b) m(<ANC) = 90°.

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problemi se noteaz# de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1.

1 1 1
a) S& se demostreze ci (z +y + 2) - (— + =+ —) > 9, oricare ar fi z,y, z € (0, 00);
Ty oz

b) Fie numerele reale z,y, z > 1, astfel incat x + y + 2z = 6. Aratati ca

?+3  y2+3 2243 _ 3
+ + > <.
3x2+1  3y2+1 32241~ 2

PROBLEMA 2. Se consider expresia E(z) = 3z% + 92° + 6x + 2, unde = € N.

a) S& se arate ci pentru orice numéar natural x, expresia ¥ + 322 + 2 se poate scrie ca produs

de trei numere naturale consecutive;

b) Sa se demonstreze ci nu existd © € N pentru care F(x) si fie cub perfect.

PROBLEMA 3. Se considera o piramida regulata VABCD cu VO = AB = 12¢m, unde O
este centrul bazei. Fie punctul M proiectia punctului O pe C'V, punctul N mijlocul segmentului
[BCY, iar punctul G centrul de greutate al triunghiului VAD.

a) S& se demonstreze cd —— = 2;
) MC b

b) S& se afle distanta de la punctul M la planul (VBD);

c¢) Sa se demonstreze cd punctele M, N, G si A sunt coplanare.

AB
PROBLEMA 4. Fie trapezul ABCD cu AB || CD, D~ V3 si {Q} = ADN BC. Prin Q se

construiegte perpendiculara M@ pe planul (ABC). Stiind c¢d m(<((M AB), (ABC))) = 30°, si se
afle m(<((MAB), (MCD))).

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problemi se noteazs de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1. Sa se rezolve in multimea numerelor reale, urmatoarele ecuatii:

a) z[t] +a{a} + {a}[z] = 2* + [2]" + {2}
{z} [x]

{z} sl [z] reprezinta partea fractionard, respectiv partea intreagd a numdarului real x.

b) {z} +

PROBLEMA 2. Aratati ca oricare ar fi numerele reale z si y, au loc urmatoarele inegalitati:

lz+yl __fel+lyl e 1yl
T+lz+yl — 1+zl+yl — 14|z 1+y|

PROBLEMA 3.

a) Demonstrati cd triunghiurile ABC' gi A’B’C’ au acelagi centru de greutate, dacd si numai
dacs AA'+ BB'+CC' = 0.

b) Pe laturile triunghiului ABC' se considera punctele M € (BC),N € (CA),P € (AB)
limeay BM _CON AP
astfel ncat —= =m, =r =n, —

triunghiurilor ABC), respectiv M N P. Aratati ca:

= p. Se noteaza cu G si G’ centrele de greutate ale

i) Punctul G’ se afld pe mediana din A a triunghiului ABC daca si numai daca n+p = 2m,;

ii) Punctele G si G’ coincid, daca gi numai dacd m =n = p.

PROBLEMA 4. Fie (gfzcn)n20 un gir cu g =0, z1 = 1 81 22, + 3x,12 < 5,01,V n > 0. Aratati

ca pentru orice numar natural n are loc inegalitatea:

s (]

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problemi se noteazi de la 0 la 7.
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lz—1—14] < V2
PROBLEMA 1. Sa se rezolve sistemul |z—3+i|=|2—1—i| ,unde z € C.
|z —3+i] >+2
PROBLEMA 2. Consideram multimea M = {aj,as,...,a,} C C* (n > 2) cu proprietatea ca
a; - a; € M, pentru orice i,j € {1,2,...,n}.
a) Sd se arate ca M = U,, unde U, = {z € C | 2" =1},
b) S& se determine numarul de elemente ale multimii {f (z) | z € [0,1]}, unde f : [0,1] — C,

n
este functia definitd prin f (z) = Z "™
i=1

PROBLEMA 3. Considerdm functia f : R — R, definitd prin f (z) = 2% — 277",

a) S& se arate cad functia f este bijectivd si s& se determine inversa ei f~1;

r+Vr2+4

b) S& se determine solutiile intregi ale ecuatiei 2 — 277 = log, 5

2 2
2 et g
PROBLEMA 4. Si se rezolve in R ecuatia ZT o = o mdeab> 1

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problemi se noteazs de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1. Fie A,B € M(Q) astfel incat det (vV2A+ B) = det (A+ BV3) = 0.

Demonstrati ca:
a) det A = % [(tr A)® — tr (42)] ;
b) det A = det B;
c)trA-trB=tr(A-B).

PROBLEMA 2. Fie A € M,,(R), n € N, n > 2 astfel incat A2+ A + I, = O,. Aflati n, stiind

cd det(A™ + I,,) = 22916,

PROBLEMA 3. Fie a € (0,1). Definim sirul (z,),>0, prin xo > 0 si
xn:a2+a+\/m-2a@/a+\/m, n > 1.

S& se arate ca girul (z,),>0 este convergent i s se determine limita sa.

PROBLEMA 4.

a) Aflati parametrii a,b, c € R, a > 0, astfel incat lim n (\/ an’+bn+c—n— 2) = 2018.

n—oo

b) Calculati lim sin (mr\%ﬁ +3n% 4+ 5n — 2).

n—oo

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problemi se noteazs de la 0 la 7.



NI

BIHOR

TR e % INSPECTORATUL
. ‘. et {AT TA} SCOLAR JUDETEAN
ROMA

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 17.02. 2018
Clasa a XII - a

PROBLEMA 1. Fie (G,-) un grup, iar Hy, Hy si H trei subgrupuri ale sale. Sa se arate ca:

a) Hy N Hy este subgrup al lui G;
b) H; U Hs este subgrup al lui G, daca si numai daca H; C Hy sau Hy C Hy;

c¢) H C HyU Hs, daca si numai dacd H C Hy sau H C H,.

PROBLEMA 2. Fie (G,-) un grup si 2,y € G, astfel incat 22 = 42 = (xy)°. Aritati ci

22020 = 2020 — ¢ unde e este elementul neutru al grupului.

27

y s {z}
PROBLEMA 3. Sise calculeze -

x~ SINXT
3

dx, unde {z} reprezinta partea fractionara a numarului

real x.

PROBLEMA 4. Si se determine functiile integrabile f : [0;1] — R cu proprietatea ca

f(fc)—/o (e 19) fy)dy =z, ¥aelo1].

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problemi se noteazi de la 0 la 7.



