OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 17.02. 2018
BAREM DE CORECTARE - Clasa a V - a

PROBLEMA 1. Suma a cinci numere naturale distincte doua cate doua este 575. Stiind ca
suma diferentelor dintre cel mai mare dintre ele si fiecare dintre celelalte 4 numere este 10, aflati

cele 5 numere.

Barem de corectare.

Varianta 1. Metoda figurativa

DESEN ... (2p)
Pagi intermediari ... .......o.ou i (3p)
FINAlIZAre . ... ..o (2p)

Varianta 2.

Fie a1 < as < az < ag < as. Avem aj + as + az + a4 + a5 = 575 si

(a5 —ay) + (a5 —ag) + (a5 —a3) + (a5 —ag) =10 .. oooiiii i (1p)
Obtinem ca 4 a5 =104 a1+ A2 F A3+ Qg e v venreen e (1p)
Deci 4 a5 =10 4 575 — G .o veee et (1p)
Rezulta ca as = 117, oo (1p)
Obtinem a1 + ag + a3 + g = A58 . o oot (1p)
Avem ca 113 + 114 4+ 115 4 116 = 458 si numerele distincte ............ ... ... ... ... (1p)
Rezultd cad a; =113, a3 = 114, a3 =115, ag = 116 ..o oot (1p)

PROBLEMA 2. Si se afle numerele naturale x stiind ca, adunand x cu suma cifrelor lui x se

obtine 2018.

Barem de corectare.

T <999 NU CONVINE ..o e e (1p)
Fie x = abed . Avem abed 4+ a + b+ ¢+ d = 2018, deci a poate fi doar 1 sau 2........... (1p)

Daca a = 1 obtinem 1001 + 1016 + 11c + 2d = 2018
b<9mnuconvine, deCi b = 0. ... ... i (1p

Avem 11c+ 2d = 108, deci ¢ este par, adica ¢ < 9, deci d > 9, adica nu exista solutie ... (1p

)
)
Dacda=2avem b =10 ... ... . (1p)
Avem 11c+ 2d = 16, deci c este par, adicd ¢ = 0. ..ot (1p)

)

Obtinem d = 8, deci @ = 2008. . . ..ottt (1p



PROBLEMA 3. Pe un monitor apare scris un numar natural. Prin pas se intelege inlocuirea
numarului de pe monitor, cu suma dintre produsul cifrelor sale gi 23. Se stie ca primul numar care

apare pe monitor este 23.

a) Aflati ce numaér este scris pe monitor dupa 10 pasi.
b) Aflati care este al 2018-lea numar care apare pe monitor.

Barem de corectare.

a) Primii zece pagi sunt:

Pasul 1 Pasul 2 Pasul 3 Pasul 4 Pasul 5
2312-34+23=2912-9+23=41|4-1+23=27|2-7T+23=37|3-7T+23=44

Pasul 6 Pasul 7 Pasul 8 Pasul 9 Pasul 10
4-4423=3913-9+23=50|5-04+23=23[2-3+23=29|2-9+23=41

Deci dupa 10 pasi, pe monitor apare numarul 41........ ... . oo, (3p)
b) Se observa cd numarul 23 apare din nou dupd 8 pagi.........covviiiiiiiiiiiiaaa. (2p)
Deoarece 2018 = 8 - 252 4 2. . ..ot (1p)
al 2018-lea numar care apare pe monitor este 29 ............. . i (1p)

PROBLEMA 4. Se considera numerele a si b,
a=1-24+3-445-6+...+2017-2018
b=2-344-5+6-7+...4 2018 - 2019.

a) Aflati ultima cifrd a numérului b — a.

b) Aratati cad numarul a + b+ 2018 nu este patrat perfect.

Barem de corectare.

a) b—a=(2-3—1-2)+(4-5—-3-4)+ ...+ (2018 - 2019 — 2017 - 2018)
=2-24+4-246-24+..+2018-2=2-2-(1+2+3+ ... +1009)

=4 1009 - 50D .t (3p)
Ultima cifrd alui b —a este 0... ..o e (1p)

b) a+b=(1-2+2-3)+(3-4+4-5)+ ...+ (2017 - 2018 4+ 2018 - 2019)
=2-44+4-8+6-12+ ... +2018-4036 = 2-4(12 4+ 22 + 32 + ... +1009%) ....... (1p)
Numarul 12 + 22 + 32 + ... + 1009? are ultima cifrd 5.........oovviiiiiiiiiii ... (1p)
Numarul a + b + 2018 are ultima cifra 8, deci nu este patrat perfect................... (1p)

! Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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BAREM DE CORECTARE - Clasa a VI - a

1 30
PROBLEMA 1. Sa se determine x,y,z € N, z # 0, pentru care x + 1 13
y+ =
z
Barem de corectare.
30
Din ecuatie se deduce cd x este partea intreagd a numéarului B decizx =2 ............. (3p)
1 13
Rezulta ca y + — = T deunde obtinem y =3, 2 =4 ... i (4p)
z

PROBLEMA 2. Se considera numerele naturale a = 5n +6, b = 4n +5 si ¢ = n + 1, unde

n € N. Sa se arate ca:
a) [b,c] =b-¢;
b) (a,b) + (a,c) este numar par.
[z,y] reprezintd cel mai mic multiplu comun a numerelor x si y, iar (z,y) reprezinta cel mai mare

divizor comun a numerelor x si y.

Barem de corectare.

a) Demonstram ci, (b, ¢) = 1. Intr-adevir, dacd (b, ¢) = d, atunci

d|b d|dn +5 d|4n +5
= =

=d[((4n+5)—4n+4)) =1............. (3p)
d|c dln+1 d|dn +4
Deci [b, c] = (l;),cc) D O e (1p)
b) Din (a,0) = (@,€) = L. (2p)
obtinem ca (a,b) + (a,c) = 2, adicd Un NUMAET PAT ... .ooieiie e, (1p)

PROBLEMA 3. Fie ABC un triunghi oarecare. Construim in exteriorul sau triunghiurile
isoscele MAB si NAC cu [AB] = [AM] si [AC| = [AN], astfel incat [MC] = [BN]. Demonstrati
ci BAM = CAN.

Barem de corectare.
Se aratd ci AAMC = AABN (L.L.L.), de unde MAC = BAN ........................ (3p)
Observim ci m(MAB) = m(MAC) — m(BAC) si m(CAN) = m(BAN) — m(BAC), .. (3p)
de unde MAB = CAN . oo (1p)



PROBLEMA 4. Consideram unghiurile @27 mg, cee An/OA\nH, A@Al , in jurul unui
punct O, astfel incat m(/fO\Ag) =1°, m(@g) =2°, m(/gO\/Ll) =3° ..., m(AnﬁA\nH) =

n°, n € N*. Daca m(A@Al) = 9°, aflati numarul n.

Barem de corectare.

DI 1° 4 2° + 3% 4 oo b 0o 0% = 360%. oot (2p)
1

obtinem (n2+ ) = D (2p)

adica n(n 4+ 1) = T02 ..o (1p)

DECE 10 =26 . o et (2p)

I Fiecare corector acords un numdir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazs corespunzitor.



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 17.02. 2018
BAREM DE CORECTARE - Clasa a VII - a

PROBLEMA 1. Determinati perechile (a,b) de numere naturale cu a > b, pentru care numarul

a—>b
= este natural.
14+ ab

Barem de corectare.

Daca a = b, atunci A =0, deci (a,b) € {(n,n) [ n e N} ... (2p)
a/ R
Daca a > b, atunci > 0 1
acd a > b, atunci -1 (1p)
Dacd a > b =0, atunci A = a € N*, deci (a,b) € {(n,0):n e N*} ..., (1p)
5 ) a—>b . . a-—25b
Daca a > b > 0, atunci 0 < < 1. Intr-adevar, —— <1< a—-b<1l+ab &
1+ab 1+ab
S a<1l+4(a+1)b, ceea ce este adevarat. .........o.uvuiuiiiiiiiiiiii i, (3p)

PROBLEMA 2. a) Sa se demonstreze ca, dacd a si b sunt doud numere rationale pozitive cu
1 1

L1
a < b, atunci 7 <

< =
Va-b a
° L2 -1 ~1 -1 16
b) Si se arate ca 3 < (\/6) + (\/15) + (\/35) < T
Barem de corectare.
a) Deoarece 0 < a < b, avem:
1 1
a-b>+/a-a=a= o e 1
Vv V —~ <3 (1p)
1 1
\/Cl'b<\/b'b:b:>g<—b ..................................................... (1p)
a-
1 1 1
de unde, - < e e 1
bS5 (1p)
1 1 1

-1 -1 -1
b) Deoarece (/6 + (V15 + (V35 = + + , pe baza punctului
dent 1 n 1 n 1 - 1 n 1 n 1 - 1 + 1 1 31
recedent, avem: — = — + — + — -+ = =

P ’ 105 3 5 7 V2.3 V3.5 V5.7 2 35 30
2 71 . 31

D g 2o
ar, cum3 < 105 s 30 <

IR obtinem inegalitatea cerutd............................ (2p)



PROBLEMA 3. In triunghiul ABC, fie D mijlocul laturii (AC), iar (DE si (DF bisectoarele
unghiurilor <AD B, respectiv<CDB (E € (AB), F € (BC)). Aratati cd, dacd EFNDB = {M},
atunci £F =2-MD.

Barem de corectare.

v

BE BD BD FB
Din Teorema bisectoarei in triunghiurile ADB si C DB, avem ca = =

EA~ DA DC  FC’
de unde rezultd cd EF||AC . ... o (2p)

Astfel, deoarece <M ED = <FEDA = <MDE, rezulta ca triunghiul M ED este isoscel si

ME = MD ..o (2p)
Analog, din triunghiul M F D, se obtine c& MF = MD ........ccooiiiiiiiiiiiiai.. (2p)
Asadar, EF = ME + ME =2-DM ..o (1p)

PROBLEMA 4. Se considera triunghiul isoscel ABC' cu AB = AC. Fie D mijlocul laturii
(BC), M mijlocul segmentului (AD), N piciorul perpendicularei din D pe BM si E simetricul
lui B fata de M. Aratati ca:

a) ADCE este dreptunghi;

b) m(<ANC) = 90°.

Barem de corectare.

a) Cum [EM] = [BM] si [AM] = [M D], rezulta cd ABDE este paralelogram, de unde obtinem
cd [DC) = [AE] 6l BD||AE .. e (2p)

Deoarece AD 1 BC, rezultd ca ADCE este dretunghi................. ..., (1p)

b) Fie F' punctul de intersectie a diagonalelor dreptunghiului ADCE. Deoarece triunghiul

DNE este dreptunghic, iar [N F] este mediana corespunzatoare ipotenuzei [DE], avem ci

DE AC

NF = —=—
2 2

de unde rezulta ca triunghiul ANC' este dreptunghic cu m(<ANC) =90°............. (2p)

' Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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PROBLEMA 1.

1 1 1
a) Sa se demostreze ci (z +y + 2) - <— + -+ —) > 9, oricare ar fi z,y, z € (0, 00);
r oy oz

b) Fie numerele reale z,y,z > 1, astfel incat = + y + z = 6.Aratati ca

2+3 2 +3 22+3>3
3r2+1  3yr+1 322+1 2

Barem de corectare.

1 1 1 x Tz z
a) (w+y+z)-(—+—+—):3+(—+g>+<—+—>+<—+g)29 .............. (3p)
r oy oz y x z y oz
1 1 1 9 3
b) Din punctul a) rezulta Cé;—l-;-i-;Zm:ﬁ ................................ (2p)
D @’ +3 >1<:>( 13 >0 te adevarat pent >1 (1p)
eoarece ——— > — a— ceea ce este adevarat pentrua > 1,............
3a24+1 " a -7 P - P
2+3 2+3 243 1 1 1_3
auvemij Yt SIS i e (1p)

30241 3241 32241z ¢y =z 2
PROBLEMA 2. Se considers expresia E(z) = 32 + 92% + 62 + 2, unde x € N.

a) Si se arate ci pentru orice numar natural z, expresia x® + 322 + 2z se poate scrie ca produs

de trei numere naturale consecutive.

b) S& se demonstreze ca nu existd x € N pentru care FE(z) sa fie cub perfect.

Barem de corectare.

Un numar natural poate fi de forma 3k, 3k + 1 sau 3k + 2. Deoarece (3k)3 = 9 - 3k,
(3k+1)° =9k (3k + 3K+ 1) + 1, iar (3k +2)° = 9- k (6k + 3k> + 4) + 8, rezultd ci F(x)

nu este cubul niciunui numar natural ............ . (2p)



PROBLEMA 3. Se considera o piramida regulata VABCD cu VO = AB = 12¢m, unde O
este centrul bazei. Fie punctul M proiectia punctului O pe C'V, punctul N mijlocul segmentului

[BCY, iar punctul G centrul de greutate al triunghiului V-AD.

v
a) Sa se demonstreze cd —— = 2.

MC
b) Si se afle distanta de la punctul M la planul (VBD).

c) Sa se demonstreze ca punctele M, N, G si A sunt coplanare.

Barem de corectare.

VM VO? 144
a) Din VO*=VM -CV si CO?* = CM - CV, rezulta ci AC -2~ 3 = 2. . (3p)

b) Demonstrarea faptului cd CA L (VBD) ..o (1p)

Fie T' = proyppyM = d(M,(VBD)) = MT. Deoarece prwpp)V =V, privspC = O, iar
puntele V, M, C' sunt coliniare, rezulta ca V, T, O sunt coliniare si M7 || CO. Din AVTM ~

MT VM 2
A MT =4V2em oo 1
VOC obtinem cad —— cO-Cv —3~ V2em (1p)

c¢) Fie F' mijlocul segmentului (AD). Deoarece G este centrul de greutate al triunghiului VAD,
V@ vG VM

rezulta ca CF = =2= el e MG || CF oo (1p)

Din CN = AF si CN || AF, rezultd c& ANCF este paralelogram, de unde AN || C'F. Deci

AN || MG ..o e e (1p)
AB

PROBLEMA 4. Fie trapezul ABCD cu AB || CD, D~ =35 {Q} = ADN BC. Prin Q se
construiegte perpendiculara M@ pe planul (ABC'). Stiind c& m(<((MAB), (ABC))) = 30°, si se
afle m(<((MAB),(MCD))).

Barem de corectare. Fie QL L AB, L € (AB) si {K} = DC N QL. Avem:

K 1
%_L = IV L L LR E R LR R EE R LELEEEERLERRE (2p)
M@ L (ABC), QK 1L CD, QK,CD C (ABC) = MK L1 CD. Analog, se obtine
ML L AB .o (2p)
(MAB) N (ABC) = AB, QL L AB,ML 1| AB,QL C (ABC),ML C (MAB), deci
m(<((MAB),(ABC))) = m(<AMLQ) = 30°. ..ottt (1p)
Deci g—g = tg30° = % = MQ = QK = AMQ@K este dreptunghic
isoscel = m(<MKQ) = 45° = ?n(<IKML) =10 (1p)

Dacd d = (MAB)N (MCD), atunci AB || CD = d | AB || CD = MK 1 d, ML 1L d=
m(<((MAB),(MCD))) =m(<K ML) =15° ..o (1p)

! Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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PROBLEMA 1. Si se rezolve in multimea numerelor reale, urmatoarele ecuatii:

a) «[t] + o {a} + {a} 2] = &* + [a]” + {a}?;
1 1

(o}

{z} si [z] reprezinta partea fractionard, respectiv partea intreagd a numéarului real x.

b) {z} +

Barem de corectare.

a) a’+b*+c* = ab+bc+ca < a = b = ¢; prin urmare z = [x] = {z} si obinem z € ZN|0,1) =

{0} SIMGUIA SOIEIC. -+ oo (4p)
b) Conditii: {2} £ 0 i [1] Z0 deci £ @ Z §i @ & [0, 1]+ cvrevveneeeeneeeee el (1p)
Se obtine ectatia (£} — [#]) (12} [£] = 1) = 0. +.vvveeeeeeee e (1p)
Avem {2} = [2] cu & — 0 respectiv {z} — é cu [2] = k € Z. Din z — [2] + {7} si conditii
obtinem multimea solutiilor {x kit %‘ keZ\ {-1,0, 1}} .......................... (1p)

PROBLEMA 2. Aratati ca oricare ar fi numerele reale z si y, au loc urmatoarele inegalitati:

ool _ el _ el Il
L+le+yl — 1+|z|+yl — 1+|z] 14|y

Barem de corectare.

|z +yl [+ 1yl _ 1 1 eyl —lz -yl
- = - = <0 (4p)
Ltfe+yl T4lel+lyl o T+lzf+lyl T+lz+yl O+l +[y) 1+ |z +y))
T+ |y x Y x Y
e[+l _ =1 v <M vl (3p)

= —+ <
L fzf+ 1yl T+[z[+ ]yl T+lz[+ ]yl — T+ |zl 1T+]y|



PROBLEMA 3.

a) Demonstrati cd triunghiurile ABC' gi A’B’C" au acelagi centru de greutate, dacd si numai

daci AA' + BB +CC' = 0.

b) Pe laturile triunghiului ABC se considerd punctele M € (BC),N € (CA),P € (AB)
ol mea BM _CN AP
astfel ncat —= =m, =+ =n, —

triunghiurilor ABC), respectiv M N P. Aratati ca:

= p.Se noteaza cu G si G’ centrele de greutate ale

i) Punctul G’ se afla pe mediana din A a triunghiului ABC, daca si numai daca n+p = 2m.

ii) Punctele G si G’ coincid, dacd si numai daca m = n = p.

Barem de corectare.

a) Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC. Avem AA’ + BB' 4+ CC' = AG + Cﬁ +
—_— = = = —
BG4+ GB' 4+ CG 4+ GO = 0 o (1p)

—_— — = —
Reciproc, fie G centrul de greutate al triunghiului ABC, deci AG+ BG+CG = 0. Obtinem
AA' + AG+ BB + B'G+CC' +C'G =0, de unde avem A'G + B'G+C'G = 0, deci G

este centrul de greutate al triunghiului A’B'C’. ... ... (1p)

b) i) Fie A" mijlocul segmentului [BC|. Avem G’ € AA" & AG si AA" sunt coliniari. Din
-m+p ——= l—-n+m —

— 11— 1— — 1 .
AA':§AB—|—§AC’,AG': -AB+T-AC§11—m+p:1—n+m
ODYINEIMN 70 4 P = 210 ottt e (3p)
—_— —  — — — — —
ii) Punctele G si G’ coincid & AP+ BM +CN = 0 < (p—m)AB+ (m—n)AC = 0 &
I 7 (2p)

PROBLEMA 4. Fie (:L‘n)nzo un gir cu zg =0, z1 = 1 §i 22, + 3x,12 < 57,01,V n > 0. Aratati

ca pentru orice numar natural n are loc inegalitatea:

e ()]

Barem de corectare.

3(Tpi2 — Tnt1) < 2(xpy1 — o) ; adundm inegalitatile scrise pentru n = 0,1,...,n — 2 si

obtinem 3z, — 21, 1 — 311+ 210 < 08137, < 2T, 1+ 30 i (4p)
) . .. . . y 2

Inegalitatea ceruta se demonstreaza prin inductie, observand ca x,, < gxn_l +1. ..... (3p)

! Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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p—1-i| < V2
PROBLEMA 1. Sa se rezolve sistemul |z —3+i|=|2—1—14| ,unde z € C.

|2 =341 >2

Barem de corectare. Notdm cu C ((a,b),r) si D ((a,b),r), cercul, respectiv discul cu centrul

in punctul de coordonate (a,b) si de raza 7.

Avem |z —1—i| <V2& M (2) € D ((1,1),V2) covviiiiiiii (1p)
silz—3+4i>vV2e M(2) € C((3,-1),v2) UExt (D ((3,—1),v2)) coeevrenn.. (1p)

Deoarece |(3 —i) — (1 +1i)| = 2v/2, rezultd ci cercurile C ((1,1),v2) si C((3,-1),v2)

sunt tangente exterior in punctul A (2,0), ... ..ot (2p)
iar din |z — 3 +i| = |z — 1 — i], rezultd cd punctul M (z) se afld pe mediatoarea segmentului
determinat de centrele cercurilor C' ((1,1),v/2) si C ((3,-1),v2) ...oooiiiiiiiiit. (2p)
Asadar, solutia sistemului este 2 = 2. . ... (1p)

PROBLEMA 2. Considerdm multimea M = {ay, as,...,a,} C C* (n > 2) cu proprietatea ci
a; - a; € M, pentru orice i,j € {1,2,...,n}.

a) Sd se arate cd M = U, unde U, = {z € C | 2" = 1};

b) Sa se determine numéarul de elemente ale multimii {f (z) | x € [0,1]}, unde f : [0,1] — C,

este functia definitd prin f (z) = Z al"™
i=1

Barem de corectare.

a) Deoarece pentru orice a € M, are loc {a-aj,a-as,...,a-a,} = M, obtinem cd a™ = 1, de

unde rezultd c& M = Up. o ooo o (2p)



2 .. 2 kE k+1
Deoarece M = {1,¢,€2, ....,e" '}, unde ¢ = cos X zsm—ﬂ, pentru x € [— )
n

n
. ~ S w_ 1= ()"
(ke {l,2,...,n—1}) avem: [nx] =k = f(z) = ;ai = ;5 =1 - 0...... (2p)
1
n, daca x € [0, —) u{1}
n
Deci f(x) ) , de wunde rezultd ca multimea
0, dacaz € [—,1)
n
{f(z) | ©€]0,1]} are doud elemente. .............oouuiiuiiuiiniiiiiiiiiiain. (1p)

PROBLEMA 3. Consideram functia f : R — R, definitd prin f (z) = 2% — 277",

a) S& se arate cd functia f este bijectivd si s& se determine inversa ei f~1;

x+Var2+4

b) S& se determine solutiile intregi ale ecuatiei 2 — 27% = log, 5

Barem de corectare.

v+ P

5 (2p)

rezultd ci functia f este inversabild, deci bijectiva. Inversa ei este functia f~! : R — R,

Va2 +4
definitd prin f~! (z) = log, % ............................................... (1p)

a) Deoarece pentru orice y € R, ecuatia f (x) = y are solutia unica = = log,

b) Deoarece graficele functiilor f gi f~! sunt simetrice fatd de prima bisectoare, ecuatia f (x) =

F7H(x) este echivalentd cul f () = @ .uor ittt e (2p)
. . ) fn)>n
Pentru orice numar natural n € N*, avem 2" > n + 1, adica
f(=n)=—f(n)<-n
Cum f (0) = 0, rezultd ca x = 0 este singura solutie din Z a ecuagiei................... (2p)
a’ b 2
PROBLEMA 4. Sa se rezolve in R ecuatia — + — = ——, unde a,b > 1.
b2z a2 \/%
Barem de corectare.
Dacd a = b, atunci ecuatia devine 2a* "2 = 24!, cu solutia unicd z = 1. ............... (3p)
2 2
1 2 a® T2 4 pT I 9, [(ab)** 22 22 2
Daca a # b, atunci 2 (ab) 2 = = > =2(ab) = ....... 2p
/ e =" = ) (29)

x? — 2
2

1
de unde, cum ab > 1, obtinem c& 5> & (x —1)% < 0, ceea ce este imposibil .. (2p)

' Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2QOrice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzitor.
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BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI — a

PROBLEMA 1. Fie A,B € M(Q) astfel incat det (V2A+ B) = det (A+ Bv3) = 0.

Demonstrati ca:
a) det A = % [(tr A)® — tr (42)] ;
b) det A = det B;
c) trA-trB=tr(A-B).

Barem de corectare.

a) Relatia ceruta se poate obtine prin calcul direct, sau din Teorema lui Cayley-Hamilton avem

A2 =1tr(A)- A — (det A) - I = tr(A?) = tr(A) - tr(A) — 2 - (det A), de unde concluzia. . (2p)

b
b) Fie A = ¢ si B= vy . Din det (v/2A + B) = 0 obtinem
t

c d z
(2-det A+ det B) + V2 (at + zd — bz — yc) =0 (1)
Deoarece A, B € My(Q), rezultd cd 2-det A+det B=0...........ocoiiiiiiiiiii... (1p)
Analog, det A+ 3 - det B = 0. oot (1p)
In concluzie, det A = det B = 0.......oooiiii e (1p)
c) Deoarece tr(AB) =ar+bz+cy+dt sitrA-trB=ax+at+de+dt,.............. (1p)
iar din relatia (1) avem ca at + dx = bz + cy, obtinem concluzia.. .................... (1p)

PROBLEMA 2. Fie A € M,,(R), n € N, n > 2 astfel incat A2+ A+ I, = O, . Aflati n, stiind
ca det(A™ + I,,) = 22919,

Barem de corectare.

Folosind relatia data obtinem A% =1, ,decidet A =T1..........cocoiiiiiiiiiiniiiai... (2p)
Deci A" = I,,, dacd n=3k, A" = A, dacin =3k +1si A" =A%, dacin=3k+2. ....... (1p)
Daca n = 3k, atunci det (A" + 1,,) = det(21,) = 2" .. oot (1p)
Dacd n = 3k + 1, atunci det(A™ + I,,) = det(A + I,,) = det(—A%) = (=1)"......oooiiin, (1p)
Dacd n = 3k + 2, atunci det(A" + I,,) = det(A? + I,) = det(—A) = (—1)"......cooiin, (1p)



PROBLEMA 3. Fie a € (0,1). Definim sirul (z,,),>0, prin xp > 0 si 2, = a®> + a + /Tn_1 —
2a\/a + \/T,_1, n > 1. Sa se arate cd sirul (z,),>0 este convergent si sd se determine limita sa.

Barem de corectare.

Avem z,, = (w fa+ \/Tp_1 — a)2> Opentruorice 7 > L.t (1p)

Putem defini sirul (yn)n>0, prin v, = +/Zn, n € N. Relatia de recurentd devine
v =(Ja T+ yp_1— a)2 si deoarece y,, > 0, pentru orice n > 1, obtinem y,, = \/a + y,—1 — a,
PENETU OTICE 10 2> Laee ottt et e e e e e e (1p)

Avem (1) vy —Yn-1=+vVa+yn1(1—/a+y, 1) pentruorice n > l................ (1p)

Avem urmatoarele cazuri:
1. dacd yo < 1 — a, atunci (se demonstrezd prin inductie) y, < 1 —a, ¥ n € N, deci
sirul (y,)n>o este marginit; Din (1) obtinem ca sirul (y,),>o este strict crescator, deci

C0) (TS 10 (1p)
2. dacd yp > 1 —a, atunci y, > 1 —a, V n € N, deci sirul(y,)n>0 este marginit inferior.

Din (1) rezulta ca sirul (y,),>0 este strict descrescitor, deci convergent............(

1p)
3. dacd yo = 1 —a, atunci y, = 1 —a, ¥ n € N, deci este convergent, cu limita 1 — a....(1p)
Trecénd la limita in relatia de recurenta, obtinem ca lim y, = 1 — a , de unde rezulta ca

sirul (z,,)n>0 este convergent si im z, = (1 —a)®.....oooiiiiiii i (1p)

PROBLEMA 4.
a) Aflati parametrii a,b,c € R, a > 0, astfel incat lim n (\/an2 +bn+c—n— 2) = 2018.
b) Calculati lim sin (n7r\3/n3 +3n? +5n—2) .

Barem de corectare.

a) Notam L (a,b,c) = lim n (Van? +bn+c—n —2)

n(an® +bn+c— (n+2)?)

(a—l)n2+(b—4)n—|—(c—4)“”

L(a,b,c) = lim = lim . (2p)
n—oo  yan? +bn+c+n+2 n—0oo b ¢ 2
a+—+ ) +1+—
non n
Deci L(a,b,c) =2018 < a=1, b=4g1 ¢ =4040... ..o .ooiiiiiii i (1p)
b) Dacd L = lim sin (n7r\3/n3 + 3n% 4 5n — 2) , atunci
L= lim sin (nmv/n? +3n2+5n—2 —n(n+ 1)) (1p)
= lim sin (nm (VRP+3n2 +5n—2— (n+1))) oo (1p)

= lim sin < n(2n—3) ) ...... (1p)

e (\g/n3+3n2+5n—2)2+(n+1){’/n3+3n2+5n_2+ (n+ 1)2

I Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2QOrice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzitor.



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 17.02. 2018
BAREM DE CORECTARE - Clasa a XII - a

PROBLEMA 1. Fie (G,-) un grup, iar Hy, Hy si H trei subgrupuri ale sale. Sa se arate ca:

a) H; N Hy este subgrup al lui G;
b) Hi; U Hs este subgrup al lui G, daci si numai dacd H; C Hy sau Hy C Hy;

c) H C Hy U H,, dacd si numai dacd H C Hy sau H C H,.

Barem de corectare.

a) Daci e este elementul neutru al grupului G, atunci e € Hy N Hy = H; N Hy # (. Daca
) ®myeH vyt e H 1 .
x,y € Hy N Hy, atunci = =x-y - € HNH,. Deci HHNH,
J],yEHQ x-y*1€H2

este subgrup al Iul G ... o (1p)

b) Evident, daca Hy; C Hy sau Hy C Hy, atunci H; U Hy < G.
Daci Hy € H si Hy € Hy, atunci existd x; € Hy~\Hy si 29 € Hy\ H;. Deoarece HiUH, < G,
avem xy - o € Hy U Ho, adica xy - x5 € Hy sau x1 - 19 € Hy, de unde obtinem ca x5 € H; sau

x1 € Hy, ceea ce contrazice ipoteza........ ... (3p)

c) Evident, dacd H C Hy sau H C H,, atunci H C H; U H,. Daca H g_ H,si H ,CZ H,, atunci
existd r € HNHy siy € H\ H,. Asadar, -y € H = z-y € HN(H U Hy) = H ¢ HiUH,,
contradiChie.. . ... .o (3p)

PROBLEMA 2. Fie (G,-) un grup si z,y € G, astfel incat 22 = y? = (zy)°. Aritati ci

2020 _ , 2020

x Y = e, unde e este elementul neutru al grupului.

Barem de corectare.

Din 22 = (2y)? si y*> = (vy)?, obtinem c& T = yaxy S Y = TYT. o oo voeiiiiiiii i (2p)
Deci zy = yay - avyz = y(zy)?z =y3r =% yzy =y -y oo (2p)
de Unde, U = €.t (1p)
Analog, se aratd CA o8 = ... .o (1p)
Asadar, 22020 = 42020 — o (1p)
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y s {z}
PROBLEMA 3. S4i se calculeze -

x~ SINT
3

dx,unde {z} reprezintd partea fractionard a numarului

real z.

Barem de corectare.

 {n} § ¥ Il
I = ‘:,1: dx :/ 'x dx—/ 'a: A o (1p)
= sinx = sinx - sinx
3 3 3
) T * [a]
Notam: [; = ——dx gi [y = -~ dx.
= sinw r sinw
T=m—1t %ﬂ_t m
I, = / - dt=mlnd—L =11 ==In3.. ... (Bp)
= sin 2
2 2m 2T
1 3 2 T 2 T = tgl
L= | ——d . dzl(t —) _ 921 (t —) 5 — -8 . ... 2
2 /gsmx $+/2 sm:z:m . g2 z n g2 ) n2\/§ (2p)
s tgl
Asadar, I = 11 — b = = In 3 4+ 10— . 1
sadar, 1— =5 + n2\/§ (1p)

PROBLEMA 4. Si se determine functiile integrabile f : [0; 1] — R cu proprietatea cé

f(x)—/o (e +y) fy)dy ==, ¥z € [0; 1],

Barem de corectare.

1 1

Relatia din enunt se scrie echivalent f(x) = </ fy)dy + 1) : x+/ y-fly)dy....... (3p)
0 0

Deci, functia f are forma f(z) =ar+b,undea,b € R...... ... it (2p)

Din conditia datd, se obtine a = —6 gi b = —4, adica f(x) = —6x —4.................. (2p)

I Fiecare corector acords un numdir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



