
OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 17. 02. 2018

BAREM DE CORECTARE - Clasa a V � a

PROBLEMA 1. Suma a cinci numere naturale distincte dou¼a câte dou¼a este 575. Ştiind c¼a

suma difereņtelor dintre cel mai mare dintre ele şi �ecare dintre celelalte 4 numere este 10, a�a̧ti

cele 5 numere.

Barem de corectare.

Varianta 1. Metoda �gurativ¼a

Desen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Paşi intermediari . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(3p)

Finalizare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Varianta 2.

Fie a1 < a2 < a3 < a4 < a5. Avem a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = 575 şi

(a5 � a1) + (a5 � a2) + (a5 � a3) + (a5 � a4) = 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)
Ob̧tinem c¼a 4 � a5 = 10 + a1 + a2 + a3 + a4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)
Deci 4 � a5 = 10 + 575� a5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)
Rezult¼a c¼a a5 = 117 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)

Ob̧tinem a1 + a2 + a3 + a4 = 458 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)

Avem c¼a 113 + 114 + 115 + 116 = 458 şi numerele distincte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)

Rezult¼a c¼a a1 = 113; a2 = 114; a3 = 115; a4 = 116 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)

PROBLEMA 2. S¼a se a�e numerele naturale x ştiind c¼a, adunând x cu suma cifrelor lui x se

ob̧tine 2018.

Barem de corectare.

x < 999 nu convine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Fie x = abcd . Avem abcd+ a+ b+ c+ d = 2018, deci a poate � doar 1 sau 2 . . . . . . . . . . . (1p)

Dac¼a a = 1 ob̧tinem 1001 + 101b+ 11c+ 2d = 2018

b < 9 nu convine, deci b = 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)

Avem 11c+ 2d = 108, deci c este par, adic¼a c < 9, deci d > 9, adic¼a nu exist¼a solu̧tie . . . (1p)

Dac¼a a = 2 avem b = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)

Avem 11c+ 2d = 16, deci c este par, adic¼a c = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Ob̧tinem d = 8, deci x = 2008. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)



PROBLEMA 3. Pe un monitor apare scris un num¼ar natural. Prin pas se îņtelege înlocuirea

num¼arului de pe monitor, cu suma dintre produsul cifrelor sale şi 23. Se ştie c¼a primul num¼ar care

apare pe monitor este 23.

a) A�a̧ti ce num¼ar este scris pe monitor dup¼a 10 paşi.
b) A�a̧ti care este al 2018-lea num¼ar care apare pe monitor.

Barem de corectare.

a) Primii zece paşi sunt:

Pasul 1 Pasul 2 Pasul 3 Pasul 4 Pasul 5

23 2 � 3 + 23 = 29 2 � 9 + 23 = 41 4 � 1 + 23 = 27 2 � 7 + 23 = 37 3 � 7 + 23 = 44

Pasul 6 Pasul 7 Pasul 8 Pasul 9 Pasul 10

4 � 4 + 23 = 39 3 � 9 + 23 = 50 5 � 0 + 23 = 23 2 � 3 + 23 = 29 2 � 9 + 23 = 41

Deci dup¼a 10 paşi, pe monitor apare num¼arul 41 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

b) Se observ¼a c¼a num¼arul 23 apare din nou dup¼a 8 paşi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Deoarece 2018 = 8 � 252 + 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)

al 2018-lea num¼ar care apare pe monitor este 29 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

PROBLEMA 4. Se consider¼a numerele a şi b,

a = 1 � 2 + 3 � 4 + 5 � 6 + :::+ 2017 � 2018
b = 2 � 3 + 4 � 5 + 6 � 7 + :::+ 2018 � 2019:

a) A�a̧ti ultima cifr¼a a num¼arului b� a.
b) Ar¼ata̧ti c¼a num¼arul a+ b+ 2018 nu este p¼atrat perfect.

Barem de corectare.

a) b� a = (2 � 3� 1 � 2) + (4 � 5� 3 � 4) + :::+ (2018 � 2019� 2017 � 2018)
= 2 � 2 + 4 � 2 + 6 � 2 + :::+ 2018 � 2 = 2 � 2 � (1 + 2 + 3 + :::+ 1009)
= 4 � 1009 � 505 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

Ultima cifr¼a a lui b� a este 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

b) a+ b = (1 � 2 + 2 � 3) + (3 � 4 + 4 � 5) + :::+ (2017 � 2018 + 2018 � 2019)
= 2 � 4 + 4 � 8 + 6 � 12 + :::+ 2018 � 4036 = 2 � 4(12 + 22 + 32 + :::+ 10092) . . . . . . . (1p)

Num¼arul 12 + 22 + 32 + :::+ 10092 are ultima cifr¼a 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Num¼arul a+ b+ 2018 are ultima cifr¼a 8, deci nu este p¼atrat perfect . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 17. 02. 2018

BAREM DE CORECTARE - Clasa a VI � a

PROBLEMA 1. S¼a se determine x; y; z 2 N; z 6= 0; pentru care x+ 1

y +
1

z

=
30

13
.

Barem de corectare.

Din ecua̧tie se deduce c¼a x este partea întreag¼a a num¼arului
30

13
, deci x = 2 . . . . . . . . . . . . . (3p)

Rezult¼a c¼a y +
1

z
=
13

4
; de unde ob̧tinem y = 3; z = 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4p)

PROBLEMA 2. Se consider¼a numerele naturale a = 5n + 6; b = 4n + 5 şi c = n + 1; unde

n 2 N. S¼a se arate c¼a:

a) [b; c] = b � c;
b) (a; b) + (a; c) este num¼ar par.

[x; y] reprezint¼a cel mai mic multiplu comun a numerelor x şi y; iar (x; y) reprezint¼a cel mai mare

divizor comun a numerelor x şi y:

Barem de corectare.

a) Demonstr¼am c¼a, (b; c) = 1: Într-adev¼ar, dac¼a (b; c) = d; atunci8<: d jb
d jc

)

8<: d j4n+ 5
d jn+ 1

)

8<: d j4n+ 5
d j4n+ 4

) d j((4n+ 5)� (4n+ 4)) = 1 . . . . . . . . . . . . . (3p)

Deci [b; c] =
b � c
(b; c)

= b � c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

b) Din (a; b) = (a; c) = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

ob̧tinem c¼a (a; b) + (a; c) = 2; adic¼a un num¼ar par . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

PROBLEMA 3. Fie ABC un triunghi oarecare. Construim în exteriorul s¼au triunghiurile

isoscele MAB şi NAC cu [AB] � [AM ] şi [AC] � [AN ]; astfel încât [MC] � [BN ]: Demonstra̧ti
c¼a \BAM �\CAN .

Barem de corectare.

Se arat¼a c¼a �AMC � �ABN (L:L:L:); de unde \MAC �\BAN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)
Observ¼am c¼a m(\MAB) = m(\MAC)�m([BAC) şi m(\CAN) = m(\BAN)�m([BAC), . . (3p)
de unde \MAB �\CAN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)



PROBLEMA 4. Consider¼am unghiurile \A1OA2; \A2OA3; : : : ; \AnOAn+1; \An+1OA1 , în jurul unui

punct O; astfel încât m(\A1OA2) = 1 �, m(\A2OA3) = 2 �, m(\A3OA4) = 3 �, . . . , m( \AnOAn+1) =

n �; n 2 N�. Dac¼a m( \An+1OA1) = 9 �; a�a̧ti num¼arul n.

Barem de corectare.

Din 1 � + 2 � + 3 � + : : :+ n � + 9 � = 360 � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

ob̧tinem
n(n+ 1)

2
= 351 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

adic¼a n(n+ 1) = 702 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Deci n = 26 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 17. 02. 2018

BAREM DE CORECTARE - Clasa a VII � a

PROBLEMA 1. Determinati perechile (a; b) de numere naturale cu a � b, pentru care num¼arul
A =

a� b
1 + ab

este natural.

Barem de corectare.

Dac¼a a = b; atunci A = 0, deci (a; b) 2 f(n; n) j n 2 Ng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Dac¼a a > b, atunci
a� b
1 + ab

> 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Dac¼a a > b = 0; atunci A = a 2 N�; deci (a; b) 2 f(n; 0) : n 2 N�g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Dac¼a a > b > 0; atunci 0 <
a� b
1 + ab

< 1: Într-adev¼ar,
a� b
1 + ab

< 1, a� b < 1 + ab,
, a < 1 + (a+ 1) b, ceea ce este adevarat. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

PROBLEMA 2. a) S¼a se demonstreze c¼a, dac¼a a şi b sunt dou¼a numere ra̧tionale pozitive cu

a < b; atunci
1

b
<

1p
a � b

<
1

a
;

b) S¼a se arate c¼a
2

3
<
�p
6
��1

+
�p
15
��1

+
�p
35
��1

<
16

15
:

Barem de corectare.

a) Deoarece 0 < a < b; avem:
p
a � b >

p
a � a = a) 1p

a � b
<
1

a
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

p
a � b <

p
b � b = b) 1

b
<

1p
a � b

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

de unde,
1

b
<

1p
a � b

<
1

a
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

b) Deoarece
�p
6
��1

+
�p
15
��1

+
�p
35
��1

=
1p
2 � 3

+
1p
3 � 5

+
1p
5 � 7

; pe baza punctului

precedent, avem:
71

105
=
1

3
+
1

5
+
1

7
<

1p
2 � 3

+
1p
3 � 5

+
1p
5 � 7

<
1

2
+
1

3
+
1

5
=
31

30
. . . . (2p)

Dar, cum
2

3
<
71

105
şi
31

30
<
16

15
; ob̧tinem inegalitatea cerut¼a. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(2p)



PROBLEMA 3. În triunghiul ABC, �e D mijlocul laturii (AC), iar (DE şi (DF bisectoarele

unghiurilor ^ADB, respectiv ^CDB (E 2 (AB) ; F 2 (BC)). Ar¼ata̧ti c¼a, dac¼a EF\DB = fMg,
atunci EF = 2 �MD.

Barem de corectare.

Din Teorema bisectoarei în triunghiurile ADB şi CDB; avem c¼a
BE

EA
=
BD

DA
=
BD

DC
=
FB

FC
;

de unde rezult¼a c¼a EFkAC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Astfel, deoarece ^MED � ^EDA � ^MDE, rezult¼a c¼a triunghiul MED este isoscel şi

ME =MD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Analog, din triunghiul MFD; se ob̧tine c¼a MF =MD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Aşadar, EF =ME +MF = 2 �DM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

PROBLEMA 4. Se consider¼a triunghiul isoscel ABC cu AB = AC. Fie D mijlocul laturii

(BC), M mijlocul segmentului (AD) ; N piciorul perpendicularei din D pe BM şi E simetricul

lui B fa̧t¼a de M . Ar¼ata̧ti c¼a:

a) ADCE este dreptunghi;

b) m(^ANC) = 90�:

Barem de corectare.

a) Cum [EM ] � [BM ] şi [AM ] � [MD]; rezult¼a c¼a ABDE este paralelogram, de unde ob̧tinem
c¼a [DC] � [AE] şi BDkAE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Deoarece AD ? BC; rezult¼a c¼a ADCE este dretunghi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

b) Fie F punctul de interseçtie a diagonalelor dreptunghiului ADCE. Deoarece triunghiul

DNE este dreptunghic, iar [NF ] este mediana corespunz¼atoare ipotenuzei [DE] ; avem c¼a

NF =
DE

2
=
AC

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

de unde rezult¼a c¼a triunghiul ANC este dreptunghic cu m(^ANC) = 90� . . . . . . . . . . . . .(2p)

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.
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PROBLEMA 1.

a) S¼a se demostreze c¼a (x+ y + z) �
�
1

x
+
1

y
+
1

z

�
� 9; oricare ar � x; y; z 2 (0;1);

b) Fie numerele reale x; y; z � 1; astfel încât x+ y + z = 6:Ar¼ata̧ti c¼a

x2 + 3

3x2 + 1
+
y2 + 3

3y2 + 1
+
z2 + 3

3z2 + 1
� 3

2
:

Barem de corectare.

a) (x+ y + z) �
�
1

x
+
1

y
+
1

z

�
= 3 +

�
x

y
+
y

x

�
+
�x
z
+
z

x

�
+

�
z

y
+
y

z

�
� 9 . . . . . . . . . . . . . . (3p)

b) Din punctul a) rezult¼a c¼a
1

x
+
1

y
+
1

z
� 9

x+ y + z
=
3

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Deoarece
a2 + 3

3a2 + 1
� 1

a
, (a� 1)3 � 0; ceea ce este adev¼arat pentru a � 1; . . . . . . . . . . . . (1p)

avem
x2 + 3

3x2 + 1
+
y2 + 3

3y2 + 1
+
z2 + 3

3z2 + 1
� 1

x
+
1

y
+
1

z
� 3

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

PROBLEMA 2. Se consider¼a expresia E(x) = 3x3 + 9x2 + 6x+ 2, unde x 2 N.

a) S¼a se arate c¼a pentru orice num¼ar natural x, expresia x3+3x2+2x se poate scrie ca produs

de trei numere naturale consecutive.

b) S¼a se demonstreze c¼a nu exist¼a x 2 N pentru care E(x) s¼a �e cub perfect.

Barem de corectare.

a) x3 + 3x2 + 2x = x(x+ 1)(x+ 2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

b) Deoarece E(x) = 3 � x(x+1)(x+2)+ 2 şi 3 j x(x+1)(x+2); rezult¼a c¼a E(x) este de forma
9n+ 2; n 2 N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(2p)

Un num¼ar natural poate � de forma 3k; 3k + 1 sau 3k + 2. Deoarece (3k)3 = 9 � 3k;
(3k + 1)3 = 9 � k (3k + 3k2 + 1) + 1; iar (3k + 2)3 = 9 � k (6k + 3k2 + 4) + 8; rezult¼a c¼a E(x)
nu este cubul niciunui num¼ar natural . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)



PROBLEMA 3. Se consider¼a o piramid¼a regulat¼a V ABCD cu V O = AB = 12cm, unde O

este centrul bazei. Fie punctul M proieçtia punctului O pe CV , punctul N mijlocul segmentului

[BC]; iar punctul G centrul de greutate al triunghiului V AD.

a) S¼a se demonstreze c¼a
VM

MC
= 2:

b) S¼a se a�e distaņta de la punctul M la planul (V BD).

c) S¼a se demonstreze c¼a punctele M;N;G şi A sunt coplanare.

Barem de corectare.

a) Din V O2 = VM � CV şi CO2 = CM � CV; rezult¼a c¼a VM
MC

=
V O2

CO2
=
144

72
= 2 . . . . . . . . . (3p)

b) Demonstrarea faptului c¼a CA ? (V BD) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Fie T = pr(V BD)M ) d(M; (V BD)) = MT: Deoarece pr(V BD)V = V , pr(V BD)C = O, iar

puntele V;M;C sunt coliniare; rezult¼a c¼a V; T;O sunt coliniare şiMT k CO: Din �V TM �
�V OC ob̧tinem c¼a

MT

CO
=
VM

CV
=
2

3
)MT = 4

p
2cm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

c) Fie F mijlocul segmentului (AD). Deoarece G este centrul de greutate al triunghiului V AD;

rezult¼a c¼a
V G

GF
= 2) V G

GF
=
VM

MC
)MG k CF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Din CN = AF şi CN k AF; rezult¼a c¼a ANCF este paralelogram, de unde AN k CF: Deci
AN kMG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)

PROBLEMA 4. Fie trapezul ABCD cu AB k CD; AB
CD

=
p
3 şi fQg = AD \ BC. Prin Q se

construieşte perpendiculara MQ pe planul (ABC). Ştiind c¼a m(^((MAB); (ABC))) = 30o; s¼a se
a�e m(^((MAB); (MCD))).

Barem de corectare. Fie QL ? AB; L 2 (AB) şi fKg = DC \QL: Avem:
QK

QL
=

1p
3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

MQ ? (ABC); QK ? CD; QK;CD � (ABC) ) MK ? CD: Analog, se ob̧tine

ML ? AB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)
(MAB) \ (ABC) = AB; QL ? AB;ML ? AB;QL � (ABC);ML � (MAB); deci

m(^((MAB); (ABC))) = m(^MLQ) = 30o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)

Deci
MQ

QL
= tg 30o =

1p
3

) MQ = QK ) �MQK este dreptunghic

isoscel ) m(^MKQ) = 45o ) m(^KML) = 15o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Dac¼a d = (MAB) \ (MCD), atunci AB k CD ) d k AB k CD ) MK ? d; ML ? d )
m(^((MAB); (MCD))) = m(^KML) = 15o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.
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PROBLEMA 1. S¼a se rezolve în muļtimea numerelor reale, urm¼atoarele ecua̧tii:

a) x [x] + x fxg+ fxg [x] = x2 + [x]2 + fxg2 ;

b) fxg+ 1

fxg = [x] +
1

[x]
:

fxg şi [x] reprezint¼a partea fraçtionar¼a, respectiv partea întreag¼a a num¼arului real x:
Barem de corectare.

a) a2+b2+c2 = ab+bc+ca, a = b = c; prin urmare x = [x] = fxg şi ob̧tinem x 2 Z\ [0; 1) =
f0g singura solu̧tie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4p)

b) Condi̧tii: fxg 6= 0 şi [x] 6= 0 deci x =2 Z şi x =2 [0; 1] : .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)

Se ob̧tine ecua̧tia (fxg � [x]) (fxg [x]� 1) = 0: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)

Avem fxg = [x] cu x = 0 respectiv fxg = 1

[x]
cu [x] = k 2 Z: Din x = [x] + fxg şi condi̧tii

ob̧tinem muļtimea solu̧tiilor
�
x = k +

1

k

���� k 2 Z n f�1; 0; 1g� :. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)
PROBLEMA 2. Ar¼ata̧ti c¼a oricare ar � numerele reale x şi y; au loc urm¼atoarele inegalit¼a̧ti:

jx+ yj
1 + jx+ yj �

jxj+ jyj
1 + jxj+ jyj �

jxj
1 + jxj +

jyj
1 + jyj :

Barem de corectare.

jx+ yj
1 + jx+ yj �

jxj+ jyj
1 + jxj+ jyj =

1

1 + jxj+ jyj �
1

1 + jx+ yj =
jx+ yj � jxj � jyj

(1 + jxj+ jyj) (1 + jx+ yj) � 0 (4p)

jxj+ jyj
1 + jxj+ jyj =

jxj
1 + jxj+ jyj +

jyj
1 + jxj+ jyj �

jxj
1 + jxj +

jyj
1 + jyj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)



PROBLEMA 3.

a) Demonstra̧ti c¼a triunghiurile ABC şi A0B0C 0 au acelaşi centru de greutate, dac¼a şi numai

dac¼a
��!
AA0 +

��!
BB0 +

��!
CC 0 =

�!
0 :

b) Pe laturile triunghiului ABC se consider¼a punctele M 2 (BC) ; N 2 (CA) ; P 2 (AB)

astfel încât
BM

BC
= m;

CN

CA
= n;

AP

AB
= p:Se noteaz¼a cu G şi G0 centrele de greutate ale

triunghiurilor ABC; respectiv MNP: Ar¼ata̧ti c¼a:

i) PunctulG0 se a�¼a pe mediana dinA a triunghiuluiABC; dac¼a şi numai dac¼a n+p = 2m:

ii) Punctele G şi G0 coincid, dac¼a şi numai dac¼a m = n = p:

Barem de corectare.

a) Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC: Avem
��!
AA0 +

��!
BB0 +

��!
CC 0 =

�!
AG +

��!
GA0 +

��!
BG+

��!
GB0 +

�!
CG+

��!
GC 0 =

�!
0 : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Reciproc, �e G centrul de greutate al triunghiului ABC; deci
�!
AG+

��!
BG+

�!
CG =

�!
0 : Ob̧tinem

��!
AA0 +

��!
A0G+

��!
BB0 +

��!
B0G+

��!
CC 0 +

��!
C 0G =

�!
0 ; de unde avem

��!
A0G+

��!
B0G+

��!
C 0G =

�!
0 ; deci G

este centrul de greutate al triunghiului A0B0C 0: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

b) i) Fie A0 mijlocul segmentului [BC] : Avem G0 2 AA0 ,
��!
AG0 şi

��!
AA0 sunt coliniari. Din

��!
AA0 =

1

2

�!
AB +

1

2

�!
AC;

��!
AG0 =

1�m+ p
3

� �!AB + 1� n+m
3

� �!AC şi 1 �m + p = 1 � n +m
ob̧tinem n+ p = 2m: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

ii) Punctele G şi G0 coincid , �!
AP +

��!
BM +

��!
CN =

�!
0 , (p�m)�!AB + (m� n)�!AC = �!0 ,

m = n = p: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

PROBLEMA 4. Fie (xn)n�0 un şir cu x0 = 0; x1 = 1 şi 2xn + 3xn+2 � 5xn+1;8 n � 0: Ar¼ata̧ti
c¼a pentru orice num¼ar natural n are loc inegalitatea:

xn � 3
�
1�

�
2

3

�n�
:

Barem de corectare.

3 (xn+2 � xn+1) � 2 (xn+1 � xn) ; adun¼am inegalit¼a̧tile scrise pentru n = 0; 1; : : : ; n � 2 şi
ob̧tinem 3xn � 2xn�1 � 3x1 + 2x0 � 0 şi 3xn � 2xn�1 + 3: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4p)

Inegalitatea cerut¼a se demonstreaz¼a prin induçtie, observând c¼a xn �
2

3
xn�1 + 1: . . . . . (3p)

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.
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PROBLEMA 1. S¼a se rezolve sistemul

8>>><>>>:
jz � 1� ij �

p
2

jz � 3 + ij = jz � 1� ij

jz � 3 + ij �
p
2

; unde z 2 C:

Barem de corectare. Not¼am cu C ((a; b) ; r) şi D ((a; b) ; r) ; cercul, respectiv discul cu centrul

în punctul de coordonate (a; b) şi de raz¼a r:

Avem jz � 1� ij �
p
2,M (z) 2 D

�
(1; 1) ;

p
2
�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

şi jz � 3 + ij �
p
2,M (z) 2 C

�
(3;�1) ;

p
2
�
[ Ext

�
D
�
(3;�1) ;

p
2
��
. . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Deoarece j(3� i)� (1 + i)j = 2
p
2; rezult¼a c¼a cercurile C

�
(1; 1) ;

p
2
�
şi C

�
(3;�1) ;

p
2
�

sunt tangente exterior în punctul A (2; 0) ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

iar din jz � 3 + ij = jz � 1� ij ; rezult¼a c¼a punctulM (z) se a�¼a pe mediatoarea segmentului

determinat de centrele cercurilor C
�
(1; 1) ;

p
2
�
şi C

�
(3;�1) ;

p
2
�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Aşadar, solu̧tia sistemului este z = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

PROBLEMA 2. Consider¼am muļtimea M = fa1; a2; :::; ang � C� (n � 2) cu proprietatea c¼a
ai � aj 2M; pentru orice i; j 2 f1; 2; :::; ng :

a) S¼a se arate c¼a M = Un; unde Un = fz 2 C j zn = 1g ;

b) S¼a se determine num¼arul de elemente ale muļtimii ff (x) j x 2 [0; 1]g ; unde f : [0; 1] ! C;

este funçtia de�nit¼a prin f (x) =
nX
i=1

a
[n�x]
i :

Barem de corectare.

a) Deoarece pentru orice a 2 M; are loc fa � a1; a � a2; :::; a � ang = M; ob̧tinem c¼a an = 1; de

unde rezult¼a c¼a M = Un: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)



b) Pentru x 2
�
0;
1

n

�
avem: [nx] = 0) f (x) = n; iar pentru x = 1; avem f (1) = n . . . . . (2p)

Deoarece M = f1; "; "2; :::; "n�1g ; unde " = cos
2�

n
+ i sin

2�

n
; pentru x 2

�
k

n
;
k + 1

n

�
(k 2 f1; 2; :::; n� 1g) avem: [nx] = k ) f (x) =

nX
i=1

aki =

n�1X
i=0

"ik =
1�

�
"k
�n

1� "k = 0 . . . . . . (2p)

Deci f (x) =

8>>><>>>:
n; dac¼a x 2

�
0;
1

n

�
[ f1g

0; dac¼a x 2
�
1

n
; 1

� ; de unde rezult¼a c¼a muļtimea

ff (x) j x 2 [0; 1]g are dou¼a elemente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

PROBLEMA 3. Consider¼am funçtia f : R! R; de�nit¼a prin f (x) = 2x � 2�x:

a) S¼a se arate c¼a funçtia f este bijectiv¼a şi s¼a se determine inversa ei f�1;

b) S¼a se determine solu̧tiile întregi ale ecua̧tiei 2x � 2�x = log2
x+

p
x2 + 4

2
:

Barem de corectare.

a) Deoarece pentru orice y 2 R; ecua̧tia f (x) = y are solu̧tia unic¼a x = log2
y +

p
y2 + 4

2
(2p)

rezult¼a c¼a funçtia f este inversabil¼a, deci bijectiv¼a. Inversa ei este funçtia f�1 : R ! R;

de�nit¼a prin f�1 (x) = log2
x+

p
x2 + 4

2
:. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)

b) Deoarece gra�cele funçtiilor f şi f�1 sunt simetrice fa̧t¼a de prima bisectoare, ecua̧tia f (x) =

f�1 (x) este echivalent¼a cu f (x) = x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Pentru orice num¼ar natural n 2 N�; avem 2n � n + 1; adic¼a

8<: f (n) > n

f (�n) = �f (n) < �n
:

Cum f (0) = 0; rezult¼a c¼a x = 0 este singura solu̧tie din Z a ecua̧tiei.. . . . . . . . . . . . . . . . . .(2p)

PROBLEMA 4. S¼a se rezolve în R ecua̧tia
ax

2

b2x
+
bx

2

a2x
=

2p
ab
; unde a; b > 1:

Barem de corectare.

Dac¼a a = b; atunci ecua̧tia devine 2ax
2�2x = 2a�1; cu solu̧tia unic¼a x = 1: . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

Dac¼a a 6= b; atunci 2 (ab)�
1
2 =

2p
ab
=
ax

2+2x + bx
2+2x

(ab)2x
>
2
p
(ab)x2+2x

(ab)2x
= 2(ab)

x2�2x
2 . . . . . . .(2p)

de unde, cum ab > 1; ob̧tinem c¼a �1
2
>
x2 � 2x
2

, (x� 1)2 < 0; ceea ce este imposibil . . (2p)

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.
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PROBLEMA 1. Fie A;B 2 M2(Q) astfel încât det
�p
2A+B

�
= det

�
A+B

p
3
�
= 0.

Demonstra̧ti c¼a:

a) detA =
1

2

�
(trA)2 � tr (A2)

�
;

b) detA = detB;

c) trA � trB = tr (A �B) :

Barem de corectare.

a) Rela̧tia cerut¼a se poate ob̧tine prin calcul direct, sau din Teorema lui Cayley-Hamilton avem

A2 = tr(A) � A� (detA) � I2 ) tr(A2) = tr(A) � tr(A)� 2 � (detA); de unde concluzia. . (2p)

b) Fie A =

0@a b

c d

1A şi B =

0@x y

z t

1A : Din det (p2A+B) = 0 ob̧tinem
(2 � detA+ detB) +

p
2 (at+ xd� bz � yc) = 0 (1)

Deoarece A;B 2M2(Q); rezult¼a c¼a 2 � detA+ detB = 0:. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Analog, detA+ 3 � detB = 0:. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

În concluzie, detA = detB = 0:. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

c) Deoarece tr(AB) = ax+ bz + cy + dt şi trA � trB = ax+ at+ dx+ dt; . . . . . . . . . . . . . . (1p)

iar din rela̧tia (1) avem c¼a at+ dx = bz + cy; ob̧tinem concluzia.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

PROBLEMA 2. Fie A 2Mn(R); n 2 N; n � 2 astfel încât A2 + A+ In = On . A�a̧ti n; ştiind
c¼a det(An + In) = 22019.

Barem de corectare.

Folosind rela̧tia dat¼a ob̧tinem A3 = In , deci detA = 1.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Deci An = In; dac¼a n=3k, An = A; dac¼a n = 3k + 1 şi An = A2; dac¼a n = 3k + 2. . . . . . . .(1p)

Dac¼a n = 3k; atunci det(An + In) = det(2In) = 2n.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Dac¼a n = 3k + 1; atunci det(An + In) = det(A+ In) = det(�A2) = (�1)n.. . . . . . . . . . . . . . . (1p)
Dac¼a n = 3k + 2; atunci det(An + In) = det(A2 + In) = det(�A) = (�1)n.. . . . . . . . . . . . . . . (1p)
Singurul caz care convine este n = 3k şi deoarece 2019 este divizibil cu 3; avem n = 2019

singura solu̧tie.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)



PROBLEMA 3. Fie a 2 (0; 1): De�nim şirul (xn)n�0; prin x0 > 0 şi xn = a2 + a +
p
xn�1 �

2a
p
a+

p
xn�1, n � 1: S¼a se arate c¼a şirul (xn)n�0 este convergent şi s¼a se determine limita sa.

Barem de corectare.

Avem xn =
�p
a+

p
xn�1 � a

�2
> 0 pentru orice n � 1... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Putem de�ni şirul (yn)n�0; prin yn =
p
xn; n 2 N: Rela̧tia de recureņt¼a devine

y2n = (
p
a+ yn�1 � a)2 şi deoarece yn > 0; pentru orice n � 1, ob̧tinem yn =

p
a+ yn�1 � a,

pentru orice n � 1... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)
Avem (1) yn � yn�1 =

p
a+ yn�1 (1�

p
a+ yn�1) pentru orice n � 1... . . . . . . . . . . . . . (1p)

Avem urm¼atoarele cazuri:

1. dac¼a y0 < 1 � a; atunci (se demonstrez¼a prin induçtie) yn < 1 � a; 8 n 2 N, deci
şirul (yn)n�0 este m¼arginit; Din (1) ob̧tinem c¼a şirul (yn)n�0 este strict cresc¼ator, deci

convergent... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)
2. dac¼a y0 > 1 � a; atunci yn > 1 � a; 8 n 2 N, deci şirul(yn)n�0 este m¼arginit inferior.
Din (1) rezult¼a c¼a şirul (yn)n�0 este strict descresc¼ator, deci convergent.... . . . . . . . .(1p)

3. dac¼a y0 = 1�a; atunci yn = 1�a; 8 n 2 N, deci este convergent, cu limita 1�a:...(1p)

Trecând la limit¼a în rela̧tia de recureņt¼a, ob̧tinem c¼a lim
n!1

yn = 1 � a , de unde rezult¼a c¼a
şirul (xn)n�0 este convergent şi lim

n!1
xn = (1� a)2... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

PROBLEMA 4.

a) A�a̧ti parametrii a; b; c 2 R; a > 0; astfel încât lim
n!1

n
�p
an2 + bn+ c� n� 2

�
= 2018:

b) Calcula̧ti lim
n!1

sin
�
n� 3
p
n3 + 3n2 + 5n� 2

�
.

Barem de corectare.

a) Not¼am L (a; b; c) = lim
n!1

n
�p
an2 + bn+ c� n� 2

�
L (a; b; c) = lim

n!1

n (an2 + bn+ c� (n+ 2)2)p
an2 + bn+ c+ n+ 2

= lim
n!1

(a� 1)n2 + (b� 4)n+ (c� 4)r
a+

b

n
+
c

n2
+ 1 +

2

n

.. . . . (2p)

Deci L (a; b; c) = 2018, a = 1; b = 4 şi c = 4040:.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

b) Dac¼a L = lim
n!1

sin
�
n� 3
p
n3 + 3n2 + 5n� 2

�
; atunci

L = lim
n!1

sin
�
n� 3
p
n3 + 3n2 + 5n� 2� n(n+ 1)�

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

= lim
n!1

sin
�
n�
�
3
p
n3 + 3n2 + 5n� 2� (n+ 1)

��
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

= lim
n!1

sin

 
n (2n� 3)��

3
p
n3 + 3n2 + 5n� 2

�2
+ (n+ 1) 3

p
n3 + 3n2 + 5n� 2 + (n+ 1)2

!
. . . . . . (1p)

= sin
2�

3
=

p
3

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.
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BAREM DE CORECTARE - Clasa a XII � a

PROBLEMA 1. Fie (G; �) un grup, iar H1; H2 şi H trei subgrupuri ale sale. S¼a se arate c¼a:

a) H1 \H2 este subgrup al lui G;

b) H1 [H2 este subgrup al lui G; dac¼a şi numai dac¼a H1 � H2 sau H2 � H1;

c) H � H1 [H2; dac¼a şi numai dac¼a H � H1 sau H � H2:

Barem de corectare.

a) Dac¼a e este elementul neutru al grupului G, atunci e 2 H1 \ H2 ) H1 \ H2 6= ;: Dac¼a

x; y 2 H1 \H2; atunci

8<: x; y 2 H1
x; y 2 H2

)

8<: x � y�1 2 H1
x � y�1 2 H2

) x � y�1 2 H1 \H2. Deci H1 \H2

este subgrup al lui G; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

b) Evident, dac¼a H1 � H2 sau H2 � H1; atunci H1 [H2 � G:

Dac¼aH1 * H2 şiH2 * H1; atunci exist¼a x1 2 H1rH2 şi x2 2 H2rH1:DeoareceH1[H2 � G;
avem x1 � x2 2 H1 [H2; adic¼a x1 � x2 2 H1 sau x1 � x2 2 H2; de unde ob̧tinem c¼a x2 2 H1 sau
x1 2 H2; ceea ce contrazice ipoteza. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

c) Evident, dac¼a H � H1 sau H � H2; atunci H � H1 [H2: Dac¼a H * H1 şi H * H2; atunci

exist¼a x 2 HrH1 şi y 2 HrH2: Aşadar, x �y 2 H ) x �y 2 Hr(H1 [H2)) H * H1[H2;
contradiçtie.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

PROBLEMA 2. Fie (G; �) un grup şi x; y 2 G, astfel încât x2 = y2 = (xy)2. Ar¼ata̧ti c¼a

x2020 = y2020 = e; unde e este elementul neutru al grupului.

Barem de corectare.

Din x2 = (xy)2 şi y2 = (xy)2; ob̧tinem c¼a x = yxy şi y = xyx: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Deci xy = yxy � xyx = y(xy)2x = y3x = y3 � yxy = y4 � xy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(2p)
de unde, y4 = e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Analog, se arat¼a c¼a x4 = e: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)

Aşadar, x2020 = y2020 = e: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)



PROBLEMA 3. S¼a se calculeze
Z 2�

3

�
3

fxg
sin x

dx; unde fxg reprezint¼a partea fraçtionar¼a a num¼arului

real x:

Barem de corectare.

I =

Z 2�
3

�
3

fxg
sin x

dx =

Z 2�
3

�
3

x

sin x
dx�

Z 2�
3

�
3

[x]

sin x
dx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Not¼am: I1 =
Z 2�

3

�
3

x

sin x
dx şi I2 =

Z 2�
3

�
3

[x]

sin x
dx:

I1
x=��t
=

Z 2�
3

�
3

� � t
sin t

dt = � ln 3� I1 ) I1 =
�

2
ln 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

I2=

Z 2

�
3

1

sin x
dx+

Z 2�
3

2

2

sin x
dx = ln

�
tg
x

2

� ������ 2

�
3

� 2 ln
�
tg
x

2

� ������
2�
3

2

= � ln tg 1
2
p
3
. . . . . . . . (2p)

Aşadar, I = I1 � I2 =
�

2
ln 3 + ln

tg 1

2
p
3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

PROBLEMA 4. S¼a se determine funçtiile integrabile f : [0; 1]! R cu proprietatea c¼a

f (x)�
Z 1

0

(x+ y) � f(y)dy = x; 8 x 2 [0; 1]:

Barem de corectare.

Rela̧tia din enuņt se scrie echivalent f(x) =
�Z 1

0

f(y)dy + 1

�
� x+

Z 1

0

y � f(y)dy . . . . . . . (3p)

Deci, functia f are forma f(x) = ax+ b; unde a; b 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Din condi̧tia dat¼a, se ob̧tine a = �6 şi b = �4; adic¼a f(x) = �6x� 4: . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


