
OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A
Etapa local¼a - 5. 03. 2016

BAREM DE CORECTARE - Clasa a IX � a

Problema 1. S¼a se arate c¼a, pentru orice x 2 R şi orice a; n 2 N�; au loc:
a) jx+ aj+ jx� a2j � a2 + a;

b) jx+ 1j+ jx+ 2j+ : : :+ jx+ nj+ jx� 12j+ jx� 22j+ : : :+ jx� n2j � n(n+ 1)(n+ 2)

3
:

Barem de corectare.
(2p) a) jx+ aj+ jx� a2j � jx+ a+ a2 � xj = a2 + a;

b) Membrul stâng al rela̧tiei se scrie:

(2p)
nP
k=1

(jx+ kj+ jx� k2j) �
nP
k=1

(k2 + k) =
nP
k=1

k2 +
nP
k=1

k

(2p) =
n(n+ 1) (2n+ 1)

6
+
n(n+ 1)

2

(1p) =
n(n+ 1)(n+ 2)

3

Problema 2. Fie A = fx 2 R j [x] � fxg = 1g. Demonstra̧ti c¼a:
a) dac¼a x 2 A, atunci x2 = [x]2 + fxg2 + 2;
b) dac¼a x1; x2; : : : ; x2016 2 A şi x1 < x2 < : : : < x2016; atunci�

x21 + x
2
2 + : : :+ x

2
2016

	
= fx1g2 + fx2g2 + : : :+ fx2016g2:

Barem de corectare.
(2p) a) x2 = ([x] + fxg)2 = [x]2 + fxg2 + 2 � [x] � fxg = [x]2 + fxg2 + 2

(1p) b) Dac¼a x 2 A; atunci [x] = 1

fxg � 2;

(1p) iar dac¼a x; y 2 A; atunci x < y ) [x] < [y]:

(2p) Fie acum x1; x2; : : : ; x2016 2 A; cu x1 < x2 < : : : < x2016: Atunci [x1] < [x2] < : : : < [x2016]; de

unde, pentru �ecare k 2 f1; 2; :::; 2016g ; avem [xk] � k + 1; adic¼a fxkg2 =
1

[xk]
2 �

1

(k + 1)2
. Deci

2016P
k=1

fxkg2 �
2016P
k=1

1

(k + 1)2
<

2016P
k=1

1

k (k + 1)
= 1� 1

2017
< 1; adic¼a

�
2016P
k=1

fxkg2
�
=

2016P
k=1

fxkg2:

(1p) Aşadar,
�
2016P
k=1

xk
2

�
=

�
2016P
k=1

[xk]
2 + 2 � 2016 +

2016P
k=1

fxkg2
�
=

�
2016P
k=1

fxkg2
�
=

2016P
k=1

fxkg2:



Problema 3. Fie ABCD un patrulater convex de arie 27 m2 şi O interseçtia diagonalelor sale.

S¼a se arate c¼a centrele de greutate ale triunghiurilor AOB, BOC, COD, DOA sunt vârfurile unui

paralelogram a c¼arui arie se cere.

Barem de corectare. Fie G1; G2; G3; G4 centrele de greutate ale triunghiurilor AOB; BOC;
COD respectiv, DOA şi P un punct oarecare în plan. Avem:

(2p)
���!
G1G2 =

��!
PG2 �

��!
PG1 =

1

3
(
�!
PO +

��!
PB +

�!
PC ��!PO ��!PA���!PB) = 1

3
(
�!
PC ��!PA) = 1

3
(
�!
AC)

(2p)
���!
G4G3 =

��!
PG3 �

��!
PG4 =

1

3
(
�!
PO +

�!
PC +

��!
PD ��!PO ���!PD ��!PA) = 1

3
(
�!
PC ��!PA) = 1

3
(
�!
AC)

(1p) Deci
���!
G1G2 =

���!
G4G3, adic¼a G1G2G3G4 este un paralelogram.

(1p) Analog se arat¼a c¼a
���!
G2G3 =

���!
G1G4 =

1

3
(
��!
BD); adic¼a paralelogramul G1G2G3G4 are laturile paralele

cu diagonalele patrulaterului ABCD:

(1p) A[G1G2G3G4] = G1G2 �G1G4 � sin ( \G1G2; G1G4) =
1

3
AC � 1

3
BD � sin ( \AC;BD) =2

9
�A[ABCD] = 6 m2:

Problema 4. Fie ABCD un trapez cu AB k CD şi (AC) \ (BD) = fOg: Dac¼a M 2 (AD) şi
N 2 (BC) astfel încât punctele M;O şi N s¼a �e coliniare, atunci:

a) exprima̧ti vectorii
��!
OM şi

��!
ON în funçtie de vectorii

�!
OC şi

��!
OD;

b) demonstra̧ti c¼a
AB

CD
� 1

2

�
NB

CN
+
MA

DM

�
:

Barem de corectare.

(2p) Not¼am
AB

CD
= k;

NB

CN
= q;

MA

DM
= p: Din asem¼anarea triunghiurilor �AOB � �COD rezult¼a

c¼a
AB

CD
=
OA

OC
=
OB

OD
; de unde,

( �!
OA = �k � �!OC
��!
OB = �k � ��!OD

(2p) Din
MA

DM
= p; se ob̧tine c¼a

��!
OM =

�k � �!OC + p � ��!OD
1 + p

;

iar din
NB

CN
= q; se ob̧tine c¼a

��!
ON =

�k � ��!OD + q � �!OC
1 + q

:

(1p) Deoarece vectorii
��!
OM şi

��!
ON sunt coliniari, rezult¼a c¼a

�k
q
=

p

�k ; adic¼a k
2 = pq:

(2p) Aşadar, k =
p
pq � p+ q

2
; de unde se ob̧tine c¼a

AB

CD
� 1

2

�
NB

CN
+
MA

DM

�
:

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A
Etapa local¼a - 5. 03. 2016

BAREM DE CORECTARE - Clasa a X � a

Problema 1. Ar¼ata̧ti c¼a
�
log4 5 + log5 6 + log6 7 + :::+ log2015 2016

2012

�2012
> 5:

Barem de corectare. Utilizând inegalitatea dintre media aritmetic¼a şi geometric¼a se ob̧tine:

(3p)

�
log4 5 + log5 6 + :::+ log2015 2016

2012

�2012
>
�
2012
p
log4 5 � log5 6 � ::: � log2015 2016

�2012
(2p) = log4 2016

(2p) > log4 1024 = 5

Problema 2. Fie z1; z2 2 C; astfel încât jz1 + z2j =
p
3 şi jz1j = jz2j = 1. S¼a se arate c¼a

jz1 � z2j = 1.

Barem de corectare.
(2p) Se foloseşte faptul c¼a jzj2 = z � �z; pentru orice z 2 C:

(3p) Deoarece, 3 = (z1 + z2)(�z1 + �z2) = z1�z1 + z1�z2 + �z1z2 + z2�z2 = 2 +
z1
z2
+
z2
z1
,

(2p) se ob̧tine (z1 � z2)2 = �z1z2; de unde rezult¼a c¼a jz1 � z2j = 1.

Problema 3. S¼a se determine funçtiile f : (0;1)! R cu proprietatea

ln(xy) � f(x) + f(y)� x� y � f(xy)� xy; (8)x; y 2 (0;1):

Barem de corectare.
(2p) Din ln(xy) � f(xy)� xy; rezult¼a f(t)� t � ln t; (8) t 2 (0;1):
(2p) Dac¼a not¼am f(x)� x = g(x); atunci

ln(xy) � g(x) + g(y) � g(xy); (8)x; y 2 (0;1):

Pentru x = y = 1 avem 0 � 2g(1) � g(1), adic¼a g(1) = 0:

(3p) Pentru y =
1

x
; ob̧tinem:

0 � g(x) + g
�
1

x

�
� 0) g(x) + g

�
1

x

�
= 0) (g(x)� lnx) +

�
g

�
1

x

�
� ln 1

x

�
= 0:

Cum g(t) � ln t; pentru orice t 2 (0;1); rezult¼a c¼a g(x) � lnx = g

�
1

x

�
� ln 1

x
= 0; adic¼a

f(x) = lnx+ x:



Problema 4. Se consider¼a funçtia surjectiv¼a f : N ! N şi funçtia strict cresc¼atoare g : N ! N,
astfel încât f(x) � g(x), pentru �ecare x 2 N:
a) Ar¼ata̧ti c¼a f(x) = g(x), (8) x 2 N;
b) Calcula̧ti f(1)� g(2) + f(3)� g(4) + :::+ f(2015)� g(2016):

Barem de corectare.
(3p) a) Deoarece f este surjectiv¼a, rezult¼a c¼a exist¼a n0 2 N, astfel încât f(n0) = 0: Rezult¼a g(n0) � 0;

de unde g(n0) = 0. Dac¼a n0 > 0, atunci 0 = g(n0) > g(0) � 0, absurd, deci n0 = 0. Rezult¼a

f(0) = g(0) = 0:

(2p) Prin induçtie, se arat¼a c¼a f(n) = g(n) = n, (8) n 2 N:
(2p) b) Prin calcul direct avem: f(1)� g(2) + f(3)� g(4) + :::+ f(2015)� g(2016) = �1008.

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A
Etapa local¼a - 5. 03. 2016

BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI � a

Problema 1. S¼a se calculeze:

a) lim
x!1

 r
1

4
x2 + x+ 2 +

r
1

4
x2 + 2x+ 5�

p
x2 + x+ 1

!
;

b) lim
n!1

sin
�
�
p
n2 + 3

�
:

Barem de corectare.

a) Limita se mai scrie:

(1p) lim
x!1

 r
1

4
x2 + x+ 2� 1

2

p
x2 + x+ 1

!
+ lim
x!1

 r
1

4
x2 + 2x+ 1� 1

2

p
x2 + x+ 1

!

(2p) =
3

4
+
7

4
=
5

2
:

(2p) b) Deoarece; sin
�
�
p
n2 + 3

�
= (�1)n � sin

�
�
p
n2 + 3� n�

�
; ob̧tinem:

(2p) lim
n!1

sin
�
�
p
n2 + 3

�
= (�1)n � lim

n!1
sin
�
�
p
n2 + 3� n�

�
= 0:

Problema 2. Fie matricea A =

0B@ 2 1 1

1 2 1

1 1 2

1CA 2M3 (R) : S¼a se calculeze A2016:

Barem de corectare.

(2p) Matricea A se poate scrie A = I3 +B; unde B =

0B@ 1 1 1

1 1 1

1 1 1

1CA :
(1p) Deoarece Bk = 3k�1 �B; pentru k � 1; ob̧tinem

(3p) An = (I3 +B)
n = I3 +

2016P
k=1

Ckn �Bk = I3 +
�
2016P
k=1

Ckn � 3k�1
�
�B

= I3 +
1

3

�
2016P
k=0

Ckn � 3k � 1
�
�B = I3 +

42016 � 1
3

�B

(1p) adic¼a, A2016 =
1

3
�

0B@ 42016 + 2 42016 � 1 42016 � 1
42016 � 1 42016 + 2 42016 � 1
42016 � 1 42016 � 1 42016 + 2

1CA :



Problema 3. Fie A 2M2 (R) astfel încât trA 6=0 şi det (A2 + (detA+ x) � I2) � 0; pentru orice
x 2 R. Ar¼ata̧ti c¼a 4 � detA � (trA)2 .

Barem de corectare.
(1p) Deoarece A2 � trA � A+ detA � I2 = O2;
(1p) avem det (A2 + (detA+ x) � I2) = det (trA � A+ x � I2) :

(2p) Dar cum, det (trA � A+ x � I2) = x2 + (trA) 2 � x+ (trA) 2� detA;

(1p) condi̧tia din enuņt este echivalent¼a cu x2 + (trA) 2 � x+ (trA) 2� detA � 0; (8) x 2 R;
(1p) adic¼a � = (trA) 4 � 4 (trA) 2� detA � 0;
(1p) de unde ob̧tinem c¼a 4 detA � (tr (A))2 :

Problema 4. Ar¼ata̧ti c¼a nu exist¼a nicio funçtie f : (0;1)! (0;1); astfel încât

f 2(x) � f(x+ y)(f(x) + y); (8) x; y > 0:

Barem de corectare.

(1p) Din f(x) � f(x+ y)
�
1 +

y

f(x)

�
> f(x+ y); rezult¼a c¼a funçtia f este strict descresc¼atoare.

(1p) Pentru y = f(x); ob̧tinem f(x+ f(x)) � f(x)

2
:

(1p) Fie a > 0 ales arbitrar. Construim şirul (xn)n�0 , astfel:

(
x0 = a

xn+1 = xn + f(xn)
:

(1p) Din f(xn+1) = f(xn + f(xn)) �
f(xn)

2
; ob̧tinem c¼a f(xn) �

f(x0)

2n
; pentru n � 0:

(1p) Aşadar, xn+1 = x0+ f(x0) + f(x1) + : : :+ f(xn) � x0+ f(x0)
�
1 +

1

2
+ : : :+

1

2n

�
< x0+2f(x0);

adic¼a şirul (xn)n�0 este m¼arginit superior.

(1p) Din xn < x0+2f(x0); f(xn) �
f(x0)

2n
şi monotonia lui f; avem 0 < f(x0+2f(x0)) � f(xn) �

f(x0)

2n
;

(1p) de unde, trecând la limit¼a, ob̧tinem c¼a 0 < f(x0 + 2f(x0)) � 0; ceea ce constituie o contradiçtie.
Deci nu exist¼a nicio funçtie f care s¼a veri�ce proprietatea dat¼a.

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A
Etapa local¼a - 5. 03. 2016

BAREM DE CORECTARE - Clasa a XII � a

Problema 1. S¼a se calculeze
Z

12x+ 17

(x+ 2)(2x+ 3)(3x+ 4)(6x+ 5) + 2016
dx; x 2 (0;1):

Barem de corectare. Dac¼a not¼am cu I integrala din enuņt, avem:

(2p) I =

Z
12x+ 17

(6x2 + 17x+ 10)(6x2 + 17x+ 12) + 2016
dx

(3p) =

Z
12x+ 17

(6x2 + 17x+ 11)2 + 2015
dx

(2p) =
1p
2015

� arctg6x
2 + 17x+ 11p

2015
+ C.

Problema 2. Fie (G; �) un grup multiplicativ având elementul neutru e şi x; y 2 G. S¼a se arate
c¼a dac¼a x2 = e şi xyx = y3; atunci y8 = e:

Barem de corectare.
(1p) Ar¼at¼am c¼a y9 = y. Într-adev¼ar,

(2p) y9 = y3 � y3 � y3 = xyx � xyx � xyx
(1p) = x � y3 � x
(2p) = x � xyx � x = x2 � y � x2 = y;
(1p) de unde, y8 = e.

Problema 3. S¼a se arate c¼a dac¼a H1 şi H2 sunt dou¼a subgrupuri ale unui grup (G; �) ; astfel încât
G = H1 [H2; atunci H1 = G sau H2 = G.

Barem de corectare.
(1p) Presupunem contrariul. Dac¼a H1 6=G şi H2 6=G;
(1p) atunci H1 rH2 6= ; şi H2 rH1 6= ;.
(2p) Fie h1 2 H1 r H2 şi h2 2 H2 rH1. Din h1�h2 2 G = H1 [ H2; deducem c¼a h1�h2 2 H1 sau

h1�h2 2 H2.
(2p) Deoarece, (h1�h2 2 H1 )h2 2 H1) ; iar (h1�h2 2 H2 )h1 2 H2) ; în ambele cazuri ob̧tinem con-

tradiçtii cu alegerea elementelor h1 2 H1 rH2 şi h2 2 H2 rH1:
(1p) Aşadar, H1 = G sau H2 = G.



Problema 4. Fie f : [a; b]! R o funçtie derivabil¼a cu proprietatea c¼a

(b� a) � f 0(x) � k; (8) x 2 [a; b]:

S¼a se arate c¼a
1

b� a

Z b

a

f(x) dx �k
2
+ f(a):

Barem de corectare.
(2p) Aplicând teorema lui Lagrange funçtiei f pe intervalul [a; x]; deducem c¼a exst¼a cx 2 (a; x) astfel

ca f(x)� f(a) = f 0(cx)(x� a).

(2p) Deoarece f 0(x) � k

b� a; (8) x 2 [a; b]; ob̧tinem c¼a f(x) � k

b� a � (x � a) + f(a); (8) x 2 [a; b];
de unde

(1p)

Z b

a

f(x) dx �
Z b

a

�
k

b� a(x� a) + f(a)
�
dx

(1p) = (b� a)
�
k

2
+ f(a)

�
; adic¼a

(1p)
1

b� a

Z b

a

f(x) dx � k

2
+ f(a):

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


