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Problema 1. Sa se arate ca, pentru orice = € R si orice a,n € N*, au loc:
a) |z +a|+|z—a?l > a®+ a;
nn+1)(n+2)

b) [+ 1+ |z +2)+...+|z+n|+|z -1+ |z -2 +...+ |z —n? >

3

Barem de corectare.
a) |z +a|l+ |z —a® > |z +a+a® — x| =d®+q
b) Membrul stang al relatiei se scrie:

Sz+kl+lz—Fk) > > (KP+k)=> K+ >k

k=1 k=1 k=1 k=1

nn+1)2n+1) n(n+1)
— +
6 2

_n(n+1)(n+2)

B 3
Problema 2. Fie A={z €R | [2]-{z} = 1}. Demonstrati ca:

a) daci x € A, atunci 2% = [z]? + {2}2 + 2;

b) daca T1,%2,...,T216 € A §1 T < Tog < ...< T9016, atunci

{a7+ a3+ . +adp6) = {o ) + {2 PP + ... + {22016}
Barem de corectare.
a) 2* = ([a] + {2})* = [a]” + {2}> + 2 [a] - {a} = [a]* + {2}* + 2
1
b) Dacd = € A, atunci [z] = — > 2,
{z}
iar dacd z,y € A, atunci z < y = [z] < [y].
Fie acum 1, Zs,...,To016 € A, cux; < o < ... < Togie. Atunci [z1] < [x2] < ... < [T2016], de
1 1
unde, pentru fiecare k € {1,2,...,2016} , avem [z3] > k + 1, adicd {z;}* = 5 < 5. Deci
[zk] (k+1)
Shrrsy ey o 17 < dadica { 3 (07} = 3 ()
xp}? < — < ———=1——— <1, adicd x = TR}

=" o (k417 S k(k+1) 2017 =t i

Asadar, {%ﬁ xk?} = {2%16 [z1]> + 2 - 2016 + 2§6{xk}2} = {20216{xk}2} = 2§6{xk}2.

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
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Problema 3. Fie ABCD un patrulater convex de arie 27 m? si O intersectia diagonalelor sale.
Sa se arate ca centrele de greutate ale triunghiurilor AOB, BOC, COD, DO A sunt varfurile unui

paralelogram a carui arie se cere.

Barem de corectare. Fie G1,Gs, G3, G4 centrele de greutate ale triunghiurilor AOB, BOC,

COD respectiv, DOA si P un punct oarecare in plan. Avem:

e T e 1 — — 1 —
G1Gy = PGy — PG = §(PO +PB+ PC—-PO—-PA—-PB)= §(PC — PA) = §<AC)

] e —_s = == — ] — — 1 —
G4G3 = PGy — PGy = §(PO + PC+ PD — PO —PD — PA) = §(PC — PA) = §(AC)
Deci G1G2 G4G3, adica G1G2G3Gy este un paralelogram.

— 1 —
Analog se arata ca GoG3 = G1G4 = §(BD)’ adica paralelogramul G1G>G3Gy are laturile paralele

cu diagonalele patrulaterului ABCD.
= G1G2-G1Gy - sin (GlG/m_ElGO =

1 1 . —— 2
A[GIG2G3G4} §AC . gBD + SIn (AC, BD) :§ . A[ABCD] = 6 mz_

Problema 4. Fie ABCD un trapez cu AB || CD si (AC) N (BD) = {O}. Daca M € (AD) si
N € (BC) astfel incat punctele M, O si N s fie coliniare, atunci:

. . .o é . % . .o % . é
a) exprimati vectorii OM §1 ON in functie de vectorii OC' si OD;

b) d t NB + MA
monstrati cd — < = [ =— + ——
emonstraf] CaCD—2 CN " DM
Barem de corectare.
AB NB MA . . . . N
Notam D = k, oN = % paf = P Din asemanarea triunghiurilor AAOB ~ ACOD rezulta
— —
AB ~0A OB d d OA=—-k-0C
e unde
“Cb~0oC oD’ ")l OB=—k-0OD
MA k-OC +p-OD
—% — . .
Din Dar =~ Prse obtine ca OM = 7 ++pp ,
k-OD+q-0C
——> —_— . .
iar din oN = q, se obtine ca ON = 7 ++qq .
é % JR—
Deoarece vectorii OM si ON sunt coliniari, rezulta ca — = = adica k? = pq.
q R
AB 1 (/NB MA
= <274 < ([=+==).
Asadar, k = \/pq , de unde se obtine ca —— oD =3 (CN + DM)

! Fiecare corector acords un numdér intreg de puncte;
2Qrice alt# rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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Problema 1. Aritati ci ( 084 5 +logs 6 4 logg 7+ ... + 10gyy;5 20 6) o5

2012
Barem de corectare. Utilizand inegalitatea dintre media aritmetica si geometrica se obtine:

log, 5 4 logs 6 + ... + logyg;5 2016
2012

2012

2012

= log, 2016

> log, 1024 =5
Problema 2. Fie 2,2, € C, astfel incat |2; + 25| = V3 si |21] = |22| = 1. S& se arate ci
|Zl — ZQ| =1.

Barem de corectare.

Se foloseste faptul cd |z|* = z - Z, pentru orice z € C.
Z1 Z9

Deoarece, 3 = (21 + 22)(Z1 + 22) = 2121 + 2122 + Z120 + 2220 = 2+ - + P
2 1

se obtine (27 — 22)? = —21 29, de unde rezultd ci |z; — 25| = 1.

Problema 3. S3 se determine functiile f : (0,00) — R cu proprietatea

In(zy) < f(x) + fly) —z—y < flzy) —2y, (V)z,y € (0,00).

Barem de corectare.
Din In(xy) < f(xy) — xy, rezultd f(t) — ¢ > Int, (V) ¢ € (0,00).
Daca notdm f(z) — x = g(z), atunci

In(zy) < g(z) + g(y) < g(zy), (V) z,y € (0,00).
Pentru z = y = 1 avem 0 < 2¢(1) < ¢(1), adica g(1) = 0.

1
Pentru y = —, obtinem:
x

0§g(x)+g(§) §0:>g(x)+g(§)=0:>(g(.r)—lna:)+<g(%)—lng) 0.

1 1
Cum ¢(t) > Int, pentru orice t € (0,00), rezultd cd g(z) —Inz = g( =) —Iln— = 0, adica
T

flz)=Inz + .



Problema 4. Se considera functia surjectiva f : N — N gi functia strict cresciatoare g : N — N,
astfel incat f(z) > g(x), pentru fiecare x € N.

a) Aratati cd f(z) = g(x), (V) v € N;

b) Calculati f(1) — ¢(2) + f(3) — g(4) + ... + f(2015) — ¢(2016).

Barem de corectare.

(3p) a) Deoarece f este surjectiva, rezultd ca exista ng € N, astfel incat f(ng) = 0. Rezultd g(ng) <0,
de unde g(ng) = 0. Dacd ng > 0, atunci 0 = g(ng) > ¢g(0) > 0, absurd, deci ng = 0. Rezultd
f(0) = g(0) = 0.

(2p) Prin inductie, se aratd ca f(n) = g(n) =n, (V) n € N.

(2p) b) Prin calcul direct avem: f(1) — ¢(2) + f(3) — g(4) + ... + f(2015) — ¢(2016) = —1008.

I Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2QOrice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzitor.
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Problema 1. S3a se calculeze:

Tr—00

1 1
a) lim <\/Zx2—|—x+2+\/Zx2+2x+5—\/a:2+m+1);
b) lim sin (7v/n?+ 3).

n—oo

Barem de corectare.

a) Limita se mai scrie:

r—00 r—00

1 1 1 1
lim ( le2+x+2—§\/x2+x+1> + lim ( Zx2+2x+1—§\/x2+x+1>

3 7 5

1717y
b) Deoarece, sin (7v/n? + 3) = (—1)" -sin (mv/n? + 3 — n7) , obfinem:
lim sin (7v/n? +3) = (—1)" - lim sin (7v/n?+ 3 — n7) = 0.

211
Problema 2. Fie matricea A= | 1 2 1 | € M;3(R). S& se calculeze A%,
11 2

Barem de corectare.

Matricea A se poate scrie A = I3+ B, unde B =

—_ =
—_ =
—_ =

Deoarece B¥ = 3*~1. B, pentru k& > 1, obtinem

2016 2016
A= B =T X OB =t (L O3 )
k=1 k=1

1 /2016 42016_1
—L+-(>XCt3-1).B=L+——" B
3\ iz 3

42016 + 2 42016 -1 42016 -1
adica, A2016 = 1 42016 _ 1 42016 4 9 42016 _ |

42016 _ 1 42016 _ | 42016 4 9
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Problema 3. Fie A € M, (R) astfel incat tr A #£0 si det (A? + (det A+ ) - Iy) > 0, pentru orice
z € R. Aritati ci 4 - det A > (tr A)* .

Barem de corectare.

Deoarece A? —tr A-A+det A- I, = O,

avem det (A? + (det A+ 1) - Iy) =det (trA- A+ x - I5) .

Dar cum, det (tr A+ A+z- L) =2*+ (tr A)2 -z + (tr A) 2- det A4,

conditia din enunt, este echivalentd cu 2 + (tr A)? -z + (tr A) 2. det A > 0, (V) z € R,
adicd A = (tr A)* — 4 (tr A) - det A <0,

de unde obtinem c& 4det A > (tr (4))>.

Problema 4. Aritati ca nu exista nicio functie f : (0,00) — (0, 00), astfel incat

f2x) > fle+y)(fl@) +y), (V) a,y>0.

Barem de corectare.

Din f(z) > f(z +y) <1 + %) > f(x 4 y), rezulta ca functia f este strict descrescitoare.
x
f(z)

Pentru y = f(z), obtinem f(z + f(z)) < ——=

- 2
. . S To = a
Fie a > 0 ales arbitrar. Construim sirul (z,,),>0 , astfel: :
B Tp4+1 = Tp + f(xn)
Din (1) = Fl, + F(2) < L2 obtinem e f(a,) < 12 pontrun > 0.

Asadar, z,41 = xo+ f(zo) + f(z1) +... + f(z,) < 20+ f(20) (1+ % +...+ zin) <z +2f(xo),

adica sirul (z,),>0 este marginit superior.

Din z,, < zo+2f(x0), f(x,) < M

S Ton

[ (o)
2n
de unde, trecand la limita, obtinem c& 0 < f(zo + 2f(z0)) < 0, ceea ce constituie o contradictie.

si monotonia lui f, avem 0 < f(zo+2f(x¢)) < f(z,,) <

Deci nu exista nicio functie f care sa verifice proprietatea data.

IFiecare corector acords un numar intreg de puncte;
2Qrice alt# rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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122 + 17 q
x
(z+2)(2x + 3)(3z + 4)(6x + 5) + 2016
Barem de corectare. Daca notam cu [ integrala din enunt, avem:
122 + 17
1= dx
(622 4+ 17z + 10) (622 + 172 + 12) 4 2016

Problema 1. Si se calculeze / z € (0;00).

/ 12z + 17 d
= i
622 + 172 + 11)2 + 2015

1 6% + 17z + 11

= -arct
v 2015 g V2015

Problema 2. Fie (G, ) un grup multiplicativ avand elementul neutru e §i x,y € G. Sa se arate

ca dacd 2% = e si xyx = 3, atunci y® = e.

Barem de corectare.

Arstam cg y° = y. Intr-adevir,
v =y Y = ayx - ayx - ayx
_ 2 2 _
=z-oyr-x=2a%-y 2=y,

de unde, y® = e.

Problema 3. Si se arate cd dacd H; si Hy sunt doud subgrupuri ale unui grup (G, ), astfel incat
G = H1 U HQ, atunci H1 = (G sau H2 =G.

Barem de corectare.

) Presupunem contrariul. Daca Hy #G si Hy #G,
) atunci Hy \ Hy # () si Hy ~ Hy # ().
) Fie hy € Hy \ Hy si hy € Hy~ Hy. Din hy-hy € G = Hy U Hs, deducem cd hy-hy € H; sau

hi-hy € Hs.

Deoarece, (hi-he € Hy =hs € Hy), iar (hi-hy € Hy =h; € Hy), in ambele cazuri obtinem con-
tradictii cu alegerea elementelor hy € Hy \ Hy si ho € Hy \ Hj.

Asadar, H; = G sau Hy = G.
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Problema 4. Fie f : [a;b] — R o functie derivabild cu proprietatea ca
(b—a)- f'(z) <k, (V) x € [a,b].

Sa se arate ca

— [ #e) do <5+ (@)

Barem de corectare.

Aplicand teorema lui Lagrange functiei f pe intervalul [a, x], deducem ca exsta ¢, € (a,x) astfel

ca f(x) = f(a) = ['(ca)(z = a).

Deoarece f'(z) < f , (V) = € [a,b], obtinem c& f(z) < bfa (x—a)+ f(a), (V) z € [a,b],
de unde

b
[rwas [ (Fw-as o) a

= (b—a) <E fla )) adic

[\

[ 1@ dr < 5+ f@)

IFiecare corector acords un numdr intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



