\]
3

Qo
S
~

[\
=

INSPECTORATUL /‘ - \ SOCIETATEA DE STIINTE MINISTERUL EDUCATIEI
=== SCOLAR |:I§l N NATIONALE SI CERCETARII
JUDETEAN BIHOR - STIINTIFICE

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 5.03. 2016
BAREM DE CORECTARE - Clasa a V - a

PROBLEMA 1. Radu si Alexandra au impreuna 11 lei. Ei hotarasc sa cumpere impreuna o
carte, participand cu sume egale de bani. Radu este nevoit sa imprumute de la Alexandra 1 leu,
iar dupa cumpararea cartii Alexandra ramane cu 5 lei.

a) Aflati pretul cartii;

b) Cati lei a avut Alexandra initial?

Barem de corectare. Metoda algebrica (alternativ, metoda figurativa):

a) Pretul cartii este 11 — 5 = 6 lei.

b) Fie R suma de bani pe care o are Radu i fie A suma de bani pe care o are Alexandra. Deoarece
R+A=11siR+1=A—-1-5,

obtinem A = R+ 7, de unde gasim ca R=2si A =0.

PROBLEMA 2. Aratati ca dintre oricare 5 puteri ale lui 3, exista cel putin doua, a caror

diferenta este divizibila cu 5.

Barem de corectare.
Deoarece ultima cifra a numarului 3” poate fi 1, 3, 9 sau 7,
din cele cinci puteri ale lui 3, vor fi cel putin doua avand aceeasi ultima cifra.

Diferenta acestora are ultima cifra 0, deci este divizibila cu 5.

PROBLEMA 3. Multimea A de numere naturale are proprietatile:
(1) 2€ A
(1) dacd x € A, atunci 4z € A;
(i4) dacd 9x + 11 € A, atunci x € A.
Aratati ca 13 € A.

Barem de corectare.

Pentru a obtine 13 € A, este suficient sa aratam ca 9-13 + 11 = 128 € A.
Din fapul ca 2 € A, obtinem 4-2=8 ¢ A

=4-8=32€ A

=4.32=128 € A.



PROBLEMA 4. Pe o tabla sunt desenate 20 de cercuri albe, 21 de cercuri rosii si 22 de cercuri
verzi. Se sterg doua cercuri de culori diferite si se deseneaza in loc un cerc de a treia culoare.
Aceasta operatie se repetd astfel incat pe tabld sa raméana un singur cerc. Precizati culoarea

cercului ramas pe tabla. Justificati raspunsul.

Barem de corectare. Vom ilustra modificarile ce intervin odata cu efectuarea unei operatii,

astfel:
Alb Rosu Verde
(2p) Initial: par impar  par
(2p) Dupa prima operatie: impar par  impar
Dupa a doua operatie: par  impar par

e.t.c.
(3p) Pentru a ramane un cerc pe tabla, este necesar s avem 0,0,1 (nu neapdrat in aceastd ordine),

adica doua numere pare si unul impar. In concluzie, cercul ramas este unul rosu.

IFiecare corector acords un numdar intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzitor.
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PROBLEMA 1. In triunghiul ABC se iau mij

loacele M, N si P ale laturilor [AB], [B(C],

respectiv [AC]. Se considerd punctul £ € (NP astfel incat [NP] = [PE] si punctul D € (CM

astfel incat [C M| = [M D]. Sa se arate ca:
a) AE = NC;
b) AD=2-AFE.

Barem de corectare.
a) Din congruenta triunghiurilor AAPE = ACPN,
obtinem ca AFE = NC.
b) Din congruenta triunghiurilor AAMD = ABMC

obtinem AD = BC.

BC
Din punctul a), avem AE = —

Deci AD =2- AFE.

PROBLEMA 2. Fie multimea A = {n|n =23
a) Ardtati ca 81 € A;

Y

- 5% unde a,b,c € N}.

b) Determinati elementele din multimea A care au exact 6 divizori.

Barem de corectare.
a) Din 81 = 29 3% . 5% rezultd ci 81 € A.

b) Deoarece numairul divizorilor unui numéar de forma n = 2% -3%-5¢ este (a+ 1) (b+ 1) (¢ + 1),

b

n

3125

2

43

32

avem urmatoarele cazuri:

75

45

18

50

12
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(1p)
(1p)
(1p)
(1p)

(3p)

PROBLEMA 3. Se considera unghiul ascutit XOY. In semiplanul determinat de OX si in care
nu se afld semidreapta [OY, se duc semidreptele [OA si [OB, perpendiculare pe [OX si respectiv,
pe [OY. Se noteaza cu [OC bisectoarea unghiului BOX.
a) Dacd méasura unghiului AOC este cu 16° mai mare decat masura unghiului X0y , determi-
nati m ()?O\Y );
b) Ar#tati cd dacd [OB este bisectoarea AOC , atunci [OX este bisectoarea CoY.

Barem de corectare.
a) Dinm<A/OTB) —90° —m )TO\B) =m<)TOT/)

0 (52) < (00) . () - (577 (550
obtinem ci m (?O?J) —m (A/c%*)
X0B)

Decim(fOY) =90°—m (XOB

—m()?()\}f)zlﬁogi m()TO\B)zzm(?é?):SzO.

90° — 32° = 58°.

b) Deoarece, m (A/O\B> =m <§O\C’>, m <§O\C’> =m ()TO\C> sim <A/O\B> =m ()TO\Y> ,
rezulta ca m ()TO\C> =m ()?-O\Y> .

PROBLEMA 4. Spunem c& un numir de forma 0, abcde are proprietatea (P), dacd cifrele
a,b,c,d, e apartin multimii {4,6} .

a) Aratati cd solutia ecuatiei z + 0,46646 = 1,1111 are proprietatea (P);

b) Determinati cate numere diferite de forma 0, abcde au proprietatea (P);

¢) Aratati cd din oricare 17 numere diferite de forma 0, abede care au proprietatea (P), se pot

alege doua a caror suma sa fie 1, 1111.

Barem de corectare.
a) Solutia ecuatiei este z = 1,1111 — 0,46646 = 0, 64464, care are proprietatea (P);
b) Pentru fiecare cifrd a,b,c,d, e sunt doud posibilitdti de alegere; fiind 5 cifre, avem 2° = 32

numere cu proprietatea (P);

¢) Numerele cu proprietatea (P) pot fi grupate in perechi de forma 0, ajasazasas si 0, b1bobsbsbs
astfel incat
a1+b1:G2+b2:...:a5+b5:10.

Suma a doua astfel de numere din cele 16 perechi este 1,1111; deci fiind 17 numere, exista doua

numere care formeaza o astfel de pereche.

! Fiecare corector acords un numér intreg de puncte;
2Qrice alt# rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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PROBLEMA 1. Se considera numerele rationale distincte aq, as, ..., a,, astfel incat din oricare

patru dintre ele exista doua care au produsul —1.

a) Dati un exemplu de 6 astfel de numere;
b) Aflati valoarea maxima a lui n.

Barem de corectare.

1 1 1
p) a) De exemplu, numerele 2, 3,4, ——, ——, —— verifica cerintele din enunt; in general, putem lua
3 D 1 12342 371 ifica cerintele di t;in g 1, putem 1
1 1 1 . . .
numerele a, b, ¢, — —, — A unde a, b si ¢ sunt numere distincte din Q*.
a c

(3p) b) Dacd n > 7, atunci cel putin 4 dintre cele n numere au acelagi semn. Agadar, in acest caz,
exista 4 numere dintre care nu putem alege doua a caror produs sa fie —1.
(1p) Deci, valoarea maxima a lui n este 6.

PROBLEMA 2. Si se arate ca daca numerele strict pozitive a, b, c € Q verifica relatia b—(il-
c
b c

= ——, atunci:
at+c a-+b

)\/ a-+b b+c c+a

G .
a+2b+3c b+2c+3a c+2a+3b Q

ab bc ca
) \/c(?a —b) + a(2b —¢) * b(2c — a) cERNQ

Barem de corectare.

b c a+b+c 1

btc a+c atb 2a+bte) 2

(2p) Din ipoteza, obtinem ca

2a =b+c
(3p) Deci { 2b=a+c ,de unde rezultd ci a =b=c.
2ce=a+b
Asadar, avem:
a+b b+c c+a 2 2a 2a
1 Y e e T i U |
(1p) \/a—|—26+3c b+2c+3a c+2a+3b 6a+6a+6a €Q

2

ab bc ca a> a a?
1 =\/=+t+== R .
(1p) \/c(2a—b)+a(2b—c) +b(20—a) a2+a2+a2 V3ERNQ




PROBLEMA 3. Fie triunghiul ABC si M mijlocul laturii [BC|. Daca N este mijlocul segmen-
tului [AM | si BN N AC = {P}, determinati raportul dintre aria patrulaterului MCPN si aria
triunghiului ABC.

Barem de corectare. Fie MR || BP (R € PC)si S = Asnp.

BP
Deoarece M R = =
MR BP
obtinem ca NP = < = de unde A gy = 3Asnp = 3S.

Dar cum A gy = Agyn = 35
§i AABM = AAMC = 65, rezulta ca AABC =125

si Ayopn = Aame — Aanp = 5S.

Anvcepn 5
Asad = —.
sadar, . 3

PROBLEMA 4. In triunghiul ABC, fie M mijlocul lui [BC] si P un punct pe BC, P # M.
Paralela prin P la AC intersecteaza drepta AM in E, iar paralela prin P la AB intersecteaza

dreapta AM in F. Sa se demonstreze ca punctele E si F' sunt simetrice fata de M.

Barem de corectare.
Fie FD | AC, D € BC.

MP MF

D PF || AB It cd —— = —

coarece PF || AB, rezulta ¢ p = T
MD MF
iar din F'D || AC Ith cd —— = ——
iar din I rezultd ca C - A

de unde, M P = MD.
Deoarece APME = ADMF, obtinem FM = MFE,

adica, punctele F si F' sunt simetrice fata de M.

I Fiecare corector acords un numar intreg de puncte;
2Qrice alt# rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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PROBLEMA 1. Sa se arate ca, daca inversul sumei a trei numere reale nenule, este egal cu
suma inverselor lor, atunci cel putin doud dintre numere au acelagi modul (se presupune cd suma

celor trei numere este nenul).

Barem de corectare.

. 1 1 1 1 . .
Din ———— = — + — + —, obtinem succesiv:
a+b+c a b ¢
1 1 1 1
a+b+c a b ¢

—(b+c) bte
ala+b+c) b-c
(b+ c)(a® 4+ ab+ ac+ bc) =0

(b+c)a+b)(a+c)=0

de unde, |a| = |b] sau |b] = |¢| sau |a| = |¢].

PROBLEMA 2. Daca z,y > 0 sunt doua numere reale care verifica relatia

2V + iy =/ (z+1)(y+4),
calculati media geometrica a numerelor x si y.
Barem de corectare. Avem:
2V + Y=+ (z+1)(y+4) dr+y+4/7y = (x+1) (y +4)
Sry+4-—4/ry=0
& (Vi —2)° =0

& Ty = 2.




(2p)

(1p)
(2p)

(1p)

(1p)

PROBLEMA 3. Se considera piramida patrulatera regulata VABCD, cu AB = 12. Fie
AC N BD = {0}, M mijlocul segmentului [BC] si P mijlocul segmentului [AB]. Daca cosinusul

3
unghiului diedru format de planele (V BC') si (ABC') este egal cu 7 sa se determine:
a) distanta de la punctul P la planul (V BC);

b) distanta de la punctul O la planul (V PM);
c¢) tangenta unghiului format de planele (VAC) si (VBC).

Barem de corectare. Notam cu «, masura unghiului diedru format de planele (V BC) si (ABC).
— 3
a) Deoarece « = m(VMO), si cosa = 1 %€ obtine VM =8 i VO = 2/7.

Cum PO || BC rezulta ca PO || (VBC), de unde d(P; (VBC)) = d(O; (VBC)) = %7

b) Daci OB N PM = {E}, atunci OF = 3v/2, VE = \/46

61161
23
c) Dacid S € (V(C), astfel incat OS L VC, atunci méasura unghiului diedru format de planele

(VAC) si (VBC) este 8 = m(B/\SO)
V14 OB 57
btine tgf = — = —.
se obtine tg 3 03 -

PROBLEMA 4. Pe semidreptele (OA, (OB si (OC, perpendiculare doud cate doud, se considera
punctele A, B’ gi (', astfel incat A’ € (OA), B’ € (OB) si ¢" € (OC). Stiind ca patrulaterele
A'B'BA si B'C'C'B sunt inscriptibile, sa se arate ca:

a) A'C'C A este patrulater inscriptibil;

b) Daca OH L (ABC), H € (ABC), atunci H este ortocentrul triunghiului ABC;

¢) Dacd G este centrul de greutate al triunghiului A’B’C"; atunci OG L (ABC).

si d(O; (VPM)) = d(O;VE) =

DinOBzG\/§§iOS:6

Barem de corectare.

a) Deoarece patrulaterul A’B’BA este inscriptibil, rezulta cad m (m’ ) =m (@) , de unde
obtinem cd AOA'B" ~ AOBA. Deci OA"-OA =0B"-0OB.

Analog, se obtine OB’ - OB = OC" - OC.

Asadar, OA’ - OA = OC' - OC = AOAC' ~ AOCA = m(o//@/) - m(O/C\A>, adicd
patrulaterul A'C'C' A este inscriptibil.

b) Deoarece BC L OH si BC' L OA rezulta cd BC' L (AOH), adica BC' L AH. Analog, se
obtine AB | C'H, adica H este ortocentrul triunghiului ABC.

¢) Fie H ca la punctul b), AH N BC = {D} si OD N B'C" = {D'}. In triunghiul dreptunghic
OBC, m (@) =m <5C§) . Cum BCC'B’ este inscriptibil, m (@) =m <@’) . Deci
B'D" = OD'. Analog se obtine OD" = D'C’, de unde B'D’ = D'C, adica A’D’ este mediana in
AA'B'C.

OH intersecteaza mediana A'D’ a triunghiului A’B’C’. Analog se arata ca OH mai intersecteaza
si o altd mediand a triunghiului A’B’'C’, de unde rezultd cd G € (OH) .

! Fiecare corector acords un numér intreg de puncte;
2Qrice alt# rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



