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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 14.02. 2015
BAREM DE CORECTARE - Clasa a IX - a

PROBLEMA 1.

Sn:1+(11+1)+(111+1)+...+(111...1+1)

n ori

Sp = (1—1—11—1—111—1—...4—111..4.1)+n—1

n

1 k
Sn:§Z(1O —1)+n—1
k=1
¢ L[ 10n -1 m_1—g 10"+ + 72n — 91
n:— . —nNn n — = n:
9 9 81
PROBLEMA 2.
142 1+3 14+4
a) Din inegalitatea mediilor, avem:/1 - 2z < +2x7 V1-3y < zy, Viz < —;Z
3+ (2 3y +4 9
de unde, v2z + /3y + v4z < + xz y+ z):§
. . o . o 1 I . . oo .
Egalitatea are loc daca si numai daca x = 3= 3 siz=_, valori care nu verifica relatia
2z + 3y + 4z = 6.
2 3 4
b) Notdm S = — + — + —
r Yy =z
2 3 4
65:(2x+3y+4z)<—+—+—):29+6(f+3)+12(Q+5>+8(3+f)
x Yy oz y z oy xr oz

=)

a

-+ - > 2, pentru a,b € (0, +00)
a

27 2
Deci 65 > 81, de unde S > ER Egalitatea are loc pentru x =y = z = 3"
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PROBLEMA 3.

Pentru orice n € N, /dn +2=+/2(2n+1) ¢ N

Areloc: VAn+1</n+vn+1<+4n+2

Intr-adevir, relatia aceasta este echivalent cu: 4n +1<2n+1+2y/n(n+1) <4n+2 <
2n < 2y/n(n+1) <2n+1 & 4n? < 4n? +4n < 4n® + 4n + 1, ceea ce este adevarat.

Avem [\/W] = [\/W}

Intr-adevar, daca [VAn+2] =a € N, atunci a § vVin+2 < a+1=a> £ 4n+2 <
(a+1P’=>a*<dn+1<(@+1) ’=>a<Vinfl<a+1l= [Vin+1] =a.

Asadar, [Vn++vn+1]=[Vin+2].

PROBLEMA 4.

o .. . . PG1 PGy
a) Dacad P este mijlocul segmentului [BC], atunci 51 = PD —
GGy 1
AD 3
. MN 1 . . G1Gy 2
MN || AD si iD= 3 deci G1Gs || M N si UN 3
. : GG GG 2
In concluzie, pentru [G;N]| N [Go M| = {G}, avem GlN = 2]\4 =3

1

— —
b) Pentru orice punct O din plan, avem OG; = 3 (OA + OB+ 0C

—

ON:%(55+5§)

2
— 1 — g 3 2 —
OG:—2-OG1+—2-0N:—-OG1+—-0N
14 = 142 > g
3 3
— 1/ @ == @ — @ —
A§adar,OG:g< A+OB+0C +0D + E)

! Fiecare corector acords un numér intreg de puncte;
2Qrice alt# rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.

Deci G1Gs || AD si
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PROBLEMA 1.

Inlocuim in relatia datg pe z, cu 2015 -
si obtinem f () <1+ logyy s
Dar f (z) > 1+ logygs @

Asadar, f () =1+ 1ogyys ©

PROBLEMA 2.

a) De exemmplu, ﬁea:\@eR\Q@b:logﬁ?)eR\Q
Se verifics a® =3 € N
b) Dupa pasul 1 se obtin numerele 1925, 693, 2475, 1575.

Daca dupa pasul k, pe tabla sunt scrise numerele a, b, ¢ si d, atunci la pasul k£ 4+ 1 numerele
devin v/bed, v acd, v/ abd, v/ abe. Se observa ca vbed - vVacd - v abd - v abe = abed, adica dupi

fiecare pas, produsul numerelor de pe tabla este acelasi.

Produsul numerelor initiale se termina in 5, iar produsul numerelor 847, 567, 297 si 8019
se termind in 7. In concluzie, nu este posibil ca dupd un numér finit de pasi, s& fie scrise pe
tabla aceste numere.

PROBLEMA 3.
Din 22 —z+5=0avem (z —1)> = —(2 + 4)
Daca exista un numar n € Z, astfel incat a = 4n si b = 2n, atunci
(z=1)=—=(z+4) = (- 1) = (=(z+4)" = (z = 1)* = (: +4)" =0
Daci (z — 1)% = (2 + 4)°, atunci

(z—12=—(z44)=(:z-1D)?=(-1)" - z4+4)"'= (z-1)?=(-1)" (z = 1)°

de unde, a = 4n si b = 2n pentru un numar n € 7Z.
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PROBLEMA 4.
Avem |a + b]*> = (a + b) (@+b) =2+ab+ab
siAB?2=|b—al’>=(b—a)(b—a)=2— (ab+ab)

de unde, |a + b|* = 4 — AB?
Analog, [b+¢|* =4 — BC?si |c+al* =4 — AC?

Relatia datd devine: 4 — AB? +4 — BC?* +4 - AC? =4 & AB? + BC? + AC* =38
Din teorema sinusurilor rezultd cd sin? A + sin? B + sin?C' = 2

sau echivalent, 1 4+ cos2A 4 cos2B + cos2C =0 < cos A - cos B - cos C' = 0,

adica triunghiul AABC este dreptunghic.

IFiecare corector acords un numdar intreg de puncte;
2QOrice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzitor.
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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 14.02. 2015

BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI — a

PROBLEMA 1.

Consideram functia f : R — R, definitd prin f (z) = det (A + z13) si observidm cad f (z) =
2% + az? + br + det A.

Din ipoteza, f(1) = f(2) = 3a+b+7=0
Avem 2det (A+ I3) +det (A—I3)+6=2f(1)+ f(—1)+6

dar, 2f (1) + f(-1)+ 6 =3det A+ (3a+ b+ 7) = 3det A.

PROBLEMA 2.

25 25 25
Daca S este aria triunghiului, atunci: 25 = ah, = bhy, = ch. = h, = —, hy = = h, =22
a c
1 a ﬁ
det A=45*|1 b L
1 ¢ X
2 2 2 o . . 2 _ 9 B 9
det A — 4522 +b0°+ ¢ —ab—ac bc:282‘(a b)? 4 (a—c)’ +(b—c) -
abc abe

detA=0a=b=c

PROBLEMA 3.
Avem (VAT 5070 } = Vi B0 70— [V T 5n 19 ]
Dearece, n + 2 < \/m<n+3, Vn>1
obtinem ca [\/m } =n+2
si astfel, hm {\/m } = lim (\/W— (n+2)) = -

n—oo
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PROBLEMA 4.

a) Din z,, —x, 1 =2n+ 1, pentru n > 2

n n

obtinem c& x,, = x; + Z (xp — 1) = (2k+1)=n(n+2)

k=2 k=

=

1

b - _ 2 _ _
) kz_;l’?k—l ; (2k—-1)(2k+1) 24 (2k— 1 2k;+1)

=1

_1 1 1 B n
) on+1) 2n+1

S|
si astfel, lim n | In2 + In =In < lim (
n—oo 1 $2k71 n—oo

IFiecare corector acords un numdar intreg de puncte;
2QOrice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzitor.
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BAREM DE CORECTARE - Clasa a XII - a

PROBLEMA 1.

b PPN
(2p) a) Dacid A = ( Z > € G, atunci det(A) = a? + b?. Cum 2% € {0, 1,2,4}, Ve Z,
a

~

obtinem c¢i a2 + b2 =0 < a = b =0, adici A = O,
5 a —b . c —d .
(2p) b) Daca A = ) €GN {02} si B = J € G~ {O,}, atunci
a c

4. B— ac —bd — (ad + be) cc
ad+bc  ac— bd

Din det(A - B) = det(A) - det(B) # 0, obtinem cii A- B # O, adicit A- B € G~ {05}

(1p) c) Observam ca (G \ {O2},-) este un grup finit de ordinul 48.

-1
—b , b

elementul neutru este Is, si ( Z ) — (a>+ )" ( Z ) € G~ {0}
a -b a

(2p) Asadar, X# =1, V X € G~ {0} .
_ 2 -2 : -
Matricea B = 5 3 satisface relatia B* = —1I,

Astfel, dacd X € G\ {0y}, si X2 = B = X = B* = [, = —I, Contradictie.

Deci, ecuatia data nu are solutii in multimea G.

PROBLEMA 2.
Fie z,y € G.

(1p) Daca cel putin unul dintre z si y este din Z(G), atunci xy = yx.
Daci x,y € G \ Z(G), atunci 2% = y* = e si avem urmétoarele cazuri:

(3p) daca ry € Z(G) = z(vy)y = (vy)rvy = v(yr)y = vy = yx

(3p) dacd 2y ¢ Z(G) = 2%y = (zy)? = e = z(vy)y = z(yx)y = 2y = yx
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PROBLEMA 3.

£ e et, dacat<0 F () e”t, dacat>0
el) = s fle) =
et —1, dacat >0 et —1, dacat <0

f(€) 1, t=0
Pentru t € [0, 1], avem g (t) = =
e —el, 0<t<1

Functia ¢ : [0,1] — R este marginita si continua pe (0, 1], deci este integrabila si
1 ¢ 1
/ / (6_2 dt = / (e2t —et)dt
o fle™) 0
1

2t t _1 2
/0 (e —e)dt—§(e—1)

PROBLEMA 4.

1+x)"+(1—2x)"
1+ 22

Prin descompunerea functiei rationale f (z) = in fractii rationale simple,

pT + q
14 22’

obtinem f (z) = A(x) + unde p, q € Z.

Din (1+2)"+ (1 —2)" = (1 + 2?) - A(z) + pz + ¢, obtinem

{(1+z‘)”+(1—z')" = pitg :>{sz
1—=)"+(1+)" = —pi+gq g=1—=9)"+1+)"
q= <\/§ <COS%—{—@ sin%>>n+ (\/§ (cos%—i sin%))n:2(\/§)n-cos%r

1

1
. q
Avem ]n—/oA(x)dx—f—/O —1+x2dx,

1 1
unde/A(x)dxe(@gi/ . a de:g.(ﬂ)”-cosﬂ
0 0

+x 4

1
Asadar, I, € Q <:>/O 1fx2dx SOR=S g . (ﬁ)”.cos% eQ <« COS% = 0, de unde

obtinem ca n € {4k +2: k € N}.

! Fiecare corector acords un numér intreg de puncte;
2Qrice alt# rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



