
OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A
Etapa local¼a - 14. 02. 2015

BAREM DE CORECTARE - Clasa a IX � a

PROBLEMA 1.

(2p) Sn = 1 + (11 + 1) + (111 + 1) + :::+

 
111 : : : 1| {z }
n ori

+ 1

!

(1p) Sn =

 
1 + 11 + 111 + :::+ 111 : : : 1| {z }

n ori

!
+ n� 1

(2p) Sn =
1

9

nX
k=1

�
10k � 1

�
+ n� 1

(2p) Sn =
1

9

�
10 � 10

n � 1
9

� n
�
+ n� 1 = Sn =

10n+1 + 72n� 91
81

PROBLEMA 2.

(2p) a) Din inegalitatea mediilor, avem:
p
1 � 2x � 1 + 2x

2
;
p
1 � 3y � 1 + 3y

2
;
p
4z � 1 + 4z

2

(1p) de unde,
p
2x+

p
3y +

p
4z � 3 + (2x+ 3y + 4z)

2
=
9

2

(1p) Egalitatea are loc dac¼a şi numai dac¼a x =
1

2
; y =

1

3
şi z =

1

4
; valori care nu veri�c¼a rela̧tia

2x+ 3y + 4z = 6:

b) Not¼am S =
2

x
+
3

y
+
4

z

(1p) 6S = (2x+ 3y + 4z)

�
2

x
+
3

y
+
4

z

�
= 29 + 6

�
x

y
+
y

x

�
+ 12

�
y

z
+
z

y

�
+ 8

�z
x
+
x

z

�
(1p)

a

b
+
b

a
� 2; pentru a; b 2 (0;+1)

(1p) Deci 6S � 81; de unde S � 27

2
: Egalitatea are loc pentru x = y = z =

2

3
:



PROBLEMA 3.

(1p) Pentru orice n 2 N;
p
4n+ 2 =

p
2 (2n+ 1) =2 N

(4p) Are loc:
p
4n+ 1 <

p
n+

p
n+ 1 <

p
4n+ 2

Într-adev¼ar, rela̧tia aceasta este echivalent¼a cu: 4n+ 1 < 2n+ 1+ 2
p
n (n+ 1) < 4n+ 2,

2n < 2
p
n (n+ 1) < 2n+ 1, 4n2 < 4n2 + 4n < 4n2 + 4n+ 1; ceea ce este adev¼arat.

(2p) Avem
�p
4n+ 1

�
=
�p
4n+ 2

�
Într-adev¼ar, dac¼a

�p
4n+ 2

�
= a 2 N; atunci a �

p
4n+ 2 < a + 1 ) a2 � 4n + 2 <

(a+ 1)2 ) a2 � 4n+ 1 < (a+ 1)2 ) a �
p
4n+ 1 < a+ 1)

�p
4n+ 1

�
= a:

Aşadar,
�p
n+

p
n+ 1

�
=
�p
4n+ 2

�
:

PROBLEMA 4.

(1p) a) Dac¼a P este mijlocul segmentului [BC], atunci
PG1
PA

=
PG2
PD

=
1

3
: Deci G1G2 k AD şi

G1G2
AD

=
1

3

(1p) MN k AD şi
MN

AD
=
1

2
; deci G1G2 kMN şi

G1G2
MN

=
2

3

(1p) În concluzie, pentru [G1N ] \ [G2M ] = fGg; avem
G1G

GN
=
G2G

GM
=
2

3

(1p) b) Pentru orice punct O din plan, avem
��!
OG1 =

1

3

��!
OA+

��!
OB +

�!
OC
�

(1p)
��!
ON =

1

2

���!
OD +

��!
OE
�

(1p)
�!
OG =

1

1 +
2

3

� ��!OG1 +
2

3

1 +
2

3

� ��!ON =
3

5
� ��!OG1 +

2

5
� ��!ON

(1p) Aşadar,
�!
OG =

1

5

��!
OA+

��!
OB +

�!
OC +

��!
OD +

��!
OE
�

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A
Etapa local¼a - 14. 02. 2015

BAREM DE CORECTARE - Clasa a X � a

PROBLEMA 1.

(2p) Înlocuim în rela̧tia dat¼a pe x; cu 2015 � x

(2p) şi ob̧tinem f (x) � 1 + log2015 x

(2p) Dar f (x) � 1 + log2015 x

(1p) Aşadar, f (x) = 1 + log2015 x

PROBLEMA 2.

(2p) a) De exemmplu, �e a =
p
2 2 RrQ şi b = logp2 3 2 RrQ

(1p) Se veri�c¼a ab = 3 2 N

(1p) b) Dup¼a pasul 1 se ob̧tin numerele 1925; 693; 2475; 1575:

(2p) Dac¼a dup¼a pasul k; pe tabl¼a sunt scrise numerele a; b; c şi d; atunci la pasul k + 1 numerele

devin 3
p
bcd; 3

p
acd; 3

p
abd; 3

p
abc: Se observ¼a c¼a 3

p
bcd � 3

p
acd � 3

p
abd � 3

p
abc = abcd; adic¼a dup¼a

�ecare pas, produsul numerelor de pe tabl¼a este acelaşi.

(1p) Produsul numerelor ini̧tiale se termin¼a în 5, iar produsul numerelor 847; 567; 297 şi 8019

se termin¼a în 7. În concluzie, nu este posibil ca dup¼a un num¼ar �nit de paşi, s¼a �e scrise pe

tabl¼a aceste numere.

PROBLEMA 3.

(1p) Din z2 � z + 5 = 0 avem (z � 1)2 = �(z + 4)

(3p) Dac¼a exist¼a un num¼ar n 2 Z; astfel încât a = 4n şi b = 2n; atunci

(z � 1)2 = �(z + 4)) ((z � 1)2)2n = (�(z + 4))2n ) (z � 1)a � (z + 4)b = 0

(3p) Dac¼a (z � 1)a = (z + 4)b; atunci

(z � 1)2 = �(z + 4)) (z � 1)2b = (�1)b � (z + 4)b ) (z � 1)2b = (�1)b � (z � 1)a

de unde, a = 4n şi b = 2n pentru un num¼ar n 2 Z:



PROBLEMA 4.

(1p) Avem ja+ bj2 = (a+ b)
�
a+ b

�
= 2 + ab+ ab

(1p) şi AB2 = jb� aj2 = (b� a)
�
b� a

�
= 2�

�
ab+ ab

�
(1p) de unde, ja+ bj2 = 4� AB2

Analog, jb+ cj2 = 4�BC2 şi jc+ aj2 = 4� AC2

(1p) Rela̧tia dat¼a devine: 4� AB2 + 4�BC2 + 4� AC2 = 4, AB2 +BC2 + AC2 = 8

(1p) Din teorema sinusurilor rezult¼a c¼a sin2A+ sin2B + sin2C = 2

(2p) sau echivalent, 1 + cos 2A+ cos 2B + cos 2C = 0, cosA � cosB � cosC = 0;

adic¼a triunghiul �ABC este dreptunghic.

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A
Etapa local¼a - 14. 02. 2015

BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI � a

PROBLEMA 1.

(2p) Consider¼am funçtia f : R ! R; de�nit¼a prin f (x) = det (A+ xI3) şi observ¼am c¼a f (x) =

x3 + ax2 + bx+ detA:

(2p) Din ipotez¼a, f (1) = f (2)) 3a+ b+ 7 = 0

(1p) Avem 2 det (A+ I3) + det (A� I3) + 6 = 2f (1) + f (�1) + 6

(2p) dar, 2f (1) + f (�1) + 6 = 3detA+ (3a+ b+ 7) = 3 detA:

PROBLEMA 2.

(2p) Dac¼a S este aria triunghiului, atunci: 2S = aha = bhb = chc ) ha =
2S

a
; hb =

2S

b
; hc =

2S

c

(1p) detA = 4S2�

��������
1 a 1

ab

1 b 1
bc

1 c 1
ca

��������
(2p) detA = 4S2�a

2 + b2 + c2 � ab� ac� bc
abc

= 2S2�(a� b)
2 + (a� c)2 + (b� c)2

abc
> 0

(2p) detA = 0, a = b = c

PROBLEMA 3.

(1p) Avem
�p
n2 + 5n+ 9

	
=
p
n2 + 5n+ 9�

�p
n2 + 5n+ 9

�
(3p) Dearece, n+ 2 <

p
n2 + 5n+ 9 < n+ 3; 8 n > 1

(1p) ob̧tinem c¼a
�p
n2 + 5n+ 9

�
= n+ 2

(2p) şi astfel, lim
n!1

�p
n2 + 5n+ 9

	
= lim

n!1

�p
n2 + 5n+ 9� (n+ 2)

�
=
1

2



PROBLEMA 4.

(1p) a) Din xn � xn�1 = 2n+ 1; pentru n � 2

(3p) ob̧tinem c¼a xn = x1 +
nX
k=2

(xk � xk�1) =
nX
k=1

(2k + 1) = n (n+ 2)

(2p) b)
nX
k=1

1

x2k�1
=

nX
k=1

1

(2k � 1) (2k + 1) =
1

2

nX
k=1

�
1

2k � 1 �
1

2k + 1

�
=

=
1

2

�
1� 1

2n+ 1

�
=

n

2n+ 1

(1p) şi astfel, lim
n!1

n

 
ln 2 + ln

 
nX
k=1

1

x2k�1

!!
= ln

�
lim
n!1

�
2n

2n+ 1

�n�
= ln e�

1
2 = �1

2

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A
Etapa local¼a - 14. 02. 2015

BAREM DE CORECTARE - Clasa a XII � a

PROBLEMA 1.

(2p) a) Dac¼a A =

 
a �b
b a

!
2 G; atunci det(A) = a2 + b2: Cum x2 2

nb0;b1;b2;b4o ; 8 x 2 Z7;
ob̧tinem c¼a a2 + b2 = b0, a = b = b0; adic¼a A = O2

(2p) b) Dac¼a A =

 
a �b
b a

!
2 Gr fO2g şi B =

 
c �d
d c

!
2 Gr fO2g ; atunci

A �B =
 
ac� bd � (ad+ bc)
ad+ bc ac� bd

!
2 G:

Din det(A �B) = det(A) � det(B) 6= b0; ob̧tinem c¼a A �B 6= O2; adic¼a A �B 2 Gr fO2g

(1p) c) Observ¼am c¼a (Gr fO2g ; �) este un grup �nit de ordinul 48:0@elementul neutru este I2; şi  a �b
b a

!�1
= (a2 + b2)

�1

 
a b

�b a

!
2 Gr fO2g

1A
(2p) Aşadar, X48 = I2; 8 X 2 Gr fO2g :

Matricea B =

 b2 �b2b2 b2
!
satisface rela̧tia B4 = �I2

Astfel, dac¼a X 2 Gr fO2g ; şi X12 = B ) X48 = B4 ) I2 = �I2 Contradiçtie.

Deci, ecua̧tia dat¼a nu are solu̧tii în muļtimea G.

PROBLEMA 2.
Fie x; y 2 G.

(1p) Dac¼a cel pu̧tin unul dintre x şi y este din Z(G); atunci xy = yx.

Dac¼a x; y 2 Gr Z(G); atunci x2 = y2 = e şi avem urm¼atoarele cazuri:

(3p) dac¼a xy 2 Z(G)) x(xy)y = (xy)xy = x(yx)y ) xy = yx

(3p) dac¼a xy =2 Z(G)) x2y2 = (xy)2 = e) x(xy)y = x(yx)y ) xy = yx



PROBLEMA 3.

(2p) f (et) =

(
et; dac¼a t � 0

et � 1; dac¼a t > 0
; f (e�t) =

(
e�t; dac¼a t � 0

e�t � 1; dac¼a t < 0

(2p) Pentru t 2 [0; 1] ; avem g (t) =
f (et)

f (e�t)
=

(
1; t = 0

e2t � et; 0 < t � 1

(2p) Funçtia g : [0; 1]! R este m¼arginit¼a şi continu¼a pe (0; 1] ; deci este integrabil¼a şiZ 1

0

f (et)

f (e�t)
dt =

Z 1

0

(e2t � et) dt

(1p)

Z 1

0

(e2t � et) dt = 1

2
(e� 1)2

PROBLEMA 4.

(2p) Prin descompunerea funçtiei ra̧tionale f (x) =
(1 + x)n + (1� x)n

1 + x2
în fraçtii ra̧tionale simple,

ob̧tinem f (x) = A (x) +
px+ q

1 + x2
; unde p; q 2 Z:

(1p) Din (1 + x)n + (1� x)n = (1 + x2) � A (x) + px+ q; ob̧tinem(
(1 + i)n + (1� i)n = p i+ q

(1� i)n + (1 + i)n = �p i+ q
)
(
p = 0

q = (1� i)n + (1 + i)n

(1p) q =
�p
2
�
cos

�

4
+ i sin

�

4

��n
+
�p
2
�
cos

�

4
� i sin �

4

��n
= 2

�p
2
�n � cos n�

4

(1p) Avem In =

Z 1

0

A (x) dx+

Z 1

0

q

1 + x2
dx;

(1p) unde
Z 1

0

A (x) dx 2 Q şi
Z 1

0

q

1 + x2
dx =

�

2
�
�p
2
�n � cos n�

4

(1p) Aşadar, In 2 Q ,
Z 1

0

q

1 + x2
dx 2 Q , �

2
�
�p
2
�n � cos n�

4
2 Q , cos

n�

4
= 0; de unde

ob̧tinem c¼a n 2 f4k + 2 : k 2 Ng :

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


