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Problema 1. Fie f: [—%, g] — R o functie de doua ori derivabila cu proprietatea ca

(f"(z) — f(z) - tg(x) +2- f(z) > 1, pentru orice z € (—g, g) .

Aratati ca

WP

f(z) -sin(z)de > 7 — 2.
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Solutie. Deoarece cos(x) > 0 pentru orice z € (—g, %), inegalitatea din ipoteza se transcrie
echivalent

(f"(x) — f(x)) -sin(z) + 2 f'(x) - cos(z) > cos(x), pentru orice x € (—g, g) ,
............................................................................................ 1p
sau, g"(z) > 0,V € (=%,%), unde g : [-3,5] — R este functia definitd prin
g(z) = f(z)-sin(z) + cos(x), Vo € [=5, 5], oo 2p
Prin urmare, functia g este convexa, astfel ca

9(x) + 9(=) >g(0)=1, pentru orice x € [—E, z} .
2 2°2
............................................................................................ 1p

Deoarece [ fa h(z)dx = ffa h(—z) dx are loc pentru orice functie integrabila si orice a > 0, avem

/gg(x)dm—/ngxZ/gldx—ﬂ

Problema 2. Fie (G,-) un grup cu elementul neutru e, iar H si K doud subgrupuri proprii ale
lui G, cu proprietatea ca H N K = {e} sica (G\ (H UK)) U {e} este parte stabila in raport cu
operatia din G. Aritati cd 2% = e pentru orice = € G.

Solutie. Fie L = (G'\ (HU K)) U {e}. Deoarece x € HU K <= z~! € HU K, rezulti ci
r €L += 2! € L, astfel cad L este un subgrup propriual lni G ........................... 1p
Inplus, LNH=LNK=HNK={e}, .o 1p
G = HU K U L si rezulta ca pentru orice permutare {A, B,C} = {H, K, L}, dacd a € A\ {e} si
be B\ {e},atunci ab € C\{e}. ..o 2p



Atunci, in aceleasi conditii ca mai sus, a?b = a(ab) € B\ {e}, astfel cd a®> € AN B = {e}. ..1p
Prin urmare, 72 = e pentru orice © € G\ {€}. .« ..o\t 1p
Cum e? = e, rezulti cad 22 = e pentru orice & € G. ... oo ii i 1p

Problema 3. Fie f:[0,1] — R o functie continua.
a) Aratati ca

Jm [ ' fa)dr = 1(0).

b) Daca f(0) =0 si f este derivabild la dreapta in 0, aratati ca limitele

1 1
;l_r}r(l)/a fi;r)dac si nlg]go (n/o f(z™) dac)

exista, sunt finite si egale.

Solutie. a) Din continuitatea functiei f rezulta ca f este marginita, cu Im(f) C [-M, M], unde
M > 1, pentru orice € > 0 exista § > 0, astfel incat | f(z) — f(0)] < §, Vz € [0,4], s pentru orice
r €[0,1 — 45;] exista ng € N* astfel incat 2™ € [0,6],Vn > ng. Atunci

") de — f( ‘/If 7(0) o =

:/01—5\4|f(m”)—f(0)|dx+/118|f(x") ()Idx<2<1_L)+7 oM <<

aM 4M
4M
pentru orice n > ng. Rezulta ca
1
lim f(x")dx = f(0)

n—oo 0
............................................................................................ 2p
b) Deoarece f este derivabila in 0, functia g : [0, 1] — R definita prin

(@) dacd = > 0
= xX ’ ?
9(x) { f(0) , daca z =0,
ESEE COMBIMUAL .« . oottt ettt it e e e e et e e e e et e e e 1p
Fie G o primitiva a sa. Atunci
1 1
/ J@) 4 = / o(z) dz = G(1) — G(e),
&€ x &€
si
1
im [ L% 4r — 1) - 60
e—0 J, x
............................................................................................ 2p



:x-G@%u—ZTG@%dx:GQ)—[fG@ﬂdm

Conform punctului a) rezulta atunci ca

nm<mévumm>:mn—qm

n—oo
si afirmatia din enunt este demonstrata. ........... ... ... . o i 2p
Problema 4. Pe multimea A = [0,00) a numerelor reale nenegative se considera trei functii

fig,h: A — A si operatia binara * : A x A — A, definita prin
xxy = f(x)+gy) +h(z)- |z —1yl, pentru orice x,y > 0.

Daca (A, *) este un monoid comutativ,
a) aratati ca functia h este continua pe A;
b) determinati functiile f, g, h.

Solutie. a) Fie e elementul neutru al monoidului (A, ). Atunci

f(0)+g(e)+h(0)-e=0%xe=0 si fle)+g(0)+h(e)-e=ex0=0,

Atunci 0 % z = z si « * 0 = x pentru orice z > 0, de unde obtinem ca

f(0)+g(x) +h(0) =z ==z, si. f(x)+9(0)+h(z) ==z,

3

astfel ca f(x) = z(1 — h(z)) si g(x) = z(1 — h(0)) pentru orice x > 0. Cum f(z),g(x) > 0,
rezultd ca h(x) € [0, 1], V2 > 0. oo 1p
Avem atunci ca

xxy=x+y—x-h(zx)—y-h(0)+h(x) |z—y|, Vz,y>D0.

9

Din comutativitatea operatiei ” * ” rezulta atunci ca

ah(z) —yh(y) = h(0)(x —y) + (h(x) = h(y)) - [z —y|, Va,y =0.

........................................................................................... 1p

Cum h este marginita, rezultd ca lim zh(x) = yh(y) pentru orice y > 0, astfel ca functia
T—Y

p:A— A, p(x) = zh(x), este continua. Dar atunci h este continua pe (0,00). ............ 1p

De asemenea, pentru orice y > 0 avem ca

o 20 =PW) o

T—Y T —y

astfel ca existd a = h(0) si b > 0 astfel incat p(y) = ay +b = h(0)y + b, Yy > 0. Atunci
b= 1irr(1)p(y) = p(0) = 0. Dar atunci yh(y) = p(y) = yh(0) pentru orice y > 0 si rezulta ca
Yy—

3



h(y) = h(0), Vy > 0. Functia h este deci constanta, deci continua........................... 1p
b) Fie k = h(0). Atunci h(x) =k si f(z) = g(z) = z(1 — k), pentru orice x > 0, si
zxy=(r+y)(l—Fk)+klz—y|,Vr,y > 0. Atunci (1%1)*2=1x%(1%2) = k(4dk —2) =0,
astfel e k € {0, 4. o i 1p
Pentru k=0avemca f=g=idasizxy=x+vy, Vz,y > 0.

Pentru k = § avem ci f(z) = g(z) = 2,Vz > 0siz*y = L‘gy + |x§y| = max(z,y), Vz,y > 0




