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CLASA a XI-a — solutii

Problema 1. Determinati functiile continue f : R — R pentru care f(1) = e gi
flx+y)=e3 - f(z)- f(y), pentru orice x,y € R.
Gazeta Matematica

Solutie. Fie f : R — R o functie care satisface conditiile din enunt. Daca exista a € R astfel
incat f(a) = 0 atunci f(z) = f(a+ (z — a)) = @D f(a) f(x —a) = 0, V2 € R. Contradictie.

Apoi f(z) = 377/ f2 (/2) >0, Vo € R. Rezulta f(z) >0, Vo e R...............oooLL. 1p
Prin logaritmarea relatiei din enunt, obtinem In f(x + y) = 32y + In f(z) + In f(y), Vz,y € R,
3(x + y)? 322 3y2
de unde lnf(x—ky)—T = lnf(m)—T + |In f(y) — - | Ve,yeRo...o... .. 2p
Definim functia g : R -+ R, g(z) = In f(x) — ——. Din relatia anterioara rezulta ca functia g
satisface ecuatia functionald Cauchy g(x +y) = g(x) + g(y), Vo, y e R, 1p
Cum f este continud, g este continua. Rezulta g(z) = g(1)x = (In f(1) — 2) r=——,VeelR
............................................................................................ 2p
: 322 x . a(3r-1) _
Atunci In f(z) — - = g Vz € R, de unde obtinem f(x) =e 2 , Vo € R. Reciproc,
aceasta functie satisface conditiile din enunt ......... ... .. 1p

Solutie alternativa. Fie f : R — R o functie care satisface conditiile din enunt. Atunci
()= f(1)f(0), deunde f(O) = 1 ..o 1p

—1
Pentru orice n € N, avem f(n) =e~ 2 (demonstratie prin inductie) ..................... 1p

Pentru n € N, avem 1 = £(0) = =" f(n)f(—n), de unde obtinem f(—n)=¢" 2z

n(3n—1)
Deducem f(n) =€ 2 VR € Z .o 1p
3n(n—1)z2
Pentru orice © € R si orice n € N, avem f(nz) =e 2 f"(z) (demonstratie prin inductie
dupa n € N, pentru 2 € R, arbitrar) . ......o.ou i 1p

. m X . m(3m=1) m M&Z m
Fier=— € Q,cum € Zsin € N*. Atuncie 2 :f(m):f(n-f>=6 2 "an<*>'
n

Cum f(z) = 63“2/4]“2 (x/2) >0, Yz € R, obtinem

1 m@Bm—1) 3m3(n—1)

oy = g () = o (E )

n
............................................................................................ 2p
Fie z € R\ Q. Exista un sir (r,)nen de numere rationale cu lim r, = z. Din continuitatea
n—oo

s e v . . rn (3rn—1) z(3z—1)

functiei f, rezulta f(x) = lim f(r,) = lim e 2 =e 2
n—oo n—oo
. o . . . . z(Bz—1) .
Prin urmare, daca functia f satisface ipoteza, atunci f(x) = e 2z , Yz € R. Reciproc,

aceasta functie satisface conditiile din enunt ........ ... ... 1p



Problema 2. Fie matricele inversabile A, B € M, (R), astfel ca matricea A+ B™! sd fie
inversabild, cu (A + B_l)_1 = A~'+ B. Ardtati cd det(AB) = 1. Ramdane adevdratd concluzia
in My(C)?

Solutie. Din ipoteza, obtinem I, = (A + Bil) (Afl + B) =21, + AB + B~ 'A~!. Rezulti

AB 4 (AB) Iy = On oo 2p
Notaim C = AB. Avem C+C ' 41, =0,,5a0C?+C+ 1, =0p ..o, 1p
inmul*gind relatia de mai sus cu C — I, obtinem C?® — I, = O,,, deci C3 =1I,,................ 1p
Atunci (det C)3 = 1. Cum det C € R, giisim det C' = 1. Prin urmare, det(AB) =1......... 1p

Concluzia det(AB) = 1 nu ramane adevarata in Ms(C). De exemplu, alegem matricele in-
versabile A = I, si B = eIy, unde ¢ € C, 2 +e+1 = 0. Avem (A+B_1) (A_1 +B) =
(I1+e?)(I+e)la=1I, dar det(AB) =2 2 1. ..ot 2p

Problema 3. Fie a,b € R, cu a < b. Presupunem ca f : [a,b] — [a,b] este o functie
continud, cu proprietatea cd existd c¢,d € (a,b) astfel incat f(c) = a si f(d) = b. Ardtati ca
functia f o f : [a,b] — [a,b] are cel putin trei puncte fire. (rg € D se numeste punct fix al
functiei p : D — D daca ¢(x0) = g.)

Solutie. Consideram functiile g, h : [a,b] — R definite prin g(z) = f(z) — x si respectiv
h(z) = (f o f)(x) — z, pentru oricare = € [a,b]. Functiile f, g si h sunt continue pe [a, b], deci
au proprietatea lui Darboux pe [a,b] .. ..o 1p
Distingem douéa cazuri.

l)a<e<d<b.

Avem g(a) = f(a) —a >0, g(c) =a—c <0, g(d) =b—d>05sigb) = f(b)—b<0. Atunci
exista punctele x; € [a,c), x2 € (¢,d) §i x3 € (d, b] astfel incat g(z1) = g(z2) = g(z3) = 0, cu
r1 < 9 < x3. Rezulta ca f are cel putin trei puncte fixe, deci si f o f are cel putin trei puncte

2)a<d<c<hb.
Din g(d) = b—d > 0 i g(c¢) = a — ¢ < 0 rezulta ca exista za € (d,c) astfel incat g(xz) = 0.
Atunci f(x2) = zo, de unde (f o f)(22) = T evnen it 1p
Avem ¢ € (z2,b) = (f(x2), f(d)). Atunci existda a € (d,z2) astfel ca f(a) = c. Rezulta
ha) = f(f(a)) —a= f(c) —a=a—a < 0. Dar h(a) = f(f(a)) —a > 0. Deducem ca exista
x1 € la,a) astfel ca h(x1) =0, deci (f o f)(z1) = z1. Avem d € (a,z2) = (f(c), f(z2)). Atunci
exista 8 € (xg,c) astfel ca f(8) = d. Obtinem h(5) = f(f(B))—p = f(d)— 5 =b— > 0. Apoi
h(b) = f(f(b)) —b < 0. Deducem ca exista z3 € (3, b] astfel ca h(x3) =0, deci (f o f)(x3) = 3.
Cum 1 < a < 3 < 8 < x3, rezulta ca f o f are cel putin trei puncte fixe.................. 2p

Problema 4. Fie matricele A, B € M3(C), cu proprietatea cd A> = B> = O3. Demonstrati
ca AB = BA implica AB = Os. Aratati ca implicatia reciprocd este falsa.

Solutie. Presupunem AB = BA.

Atunci (A + B)? = 2AB. Rezulta (A+ B)3 =2AB(A+ B) = 242B+2AB?> =03. ........ 2p
Apoi, (A + B)(A — B) = A% — B? = Os. Din inegalitatea lui Sylvester pentru ranguri, obtinem
rang(A + B) + rang(A — B) < 3. Astfel, rang(A+ B) <lsaurang(A—B)<1l............ 1p
Presupunem rang(A + B) < 1.

Daca rang(A + B) =0, deci A+ B =03, atunci AB=—-A2=03 ............ccooeiiinn... 1p



Daca rang(A + B) = 1, atunci exista doua matrice nenule, C' € M3 1(C) si D € M 3(C), astfel
incat A+ B = CD. Rezultad (A+ B)? = (CD)(CD) = C(DC)D = Tr(A+ B)(A+ B). Obtinem
O3 = (A+ B)3 = Tr(A + B)(A + B)%. Daca Tr(A + B) # 0 atunci (A + B)? = Oj, iar daca
Tr(A + B) = 0 atunci din (A + B)? = Tr(A + B)(A + B) obtinem de asemenea (A + B)? = Os.

Rezultad AB = O3 ..o 1p
Cazul rang(A — B) < 1 se trateaza analog, pe baza relatiilor (A— B)? = —2AB i (A— B)3 = Os.
............................................................................................ 1p
0 00 010
Contraexemplu pentru implicatia reciproca. Fie A = 0 01 si B = 0 00
0 00 0 00
Avem A2 = B2 = AB =03,dar AB # BA . ... .. 1p



