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CLASA a X-a — solutii

Problema 1. Determinati toate solutiile reale ale ecuatiei
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Solutie. Observam ca x > 0. Ecuatia initiala este echivalenta cu 242 - 2v==6. Conform
inegalitatii mediilor obtinem:
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Pentru orice T > 0. . oot 2p
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Dar%(x—k%) >3 x-ﬁ~ﬁ:1, care conduce la 2% +2-2ve > 6. .............. ... 2p

Asadar, avem nevoie de egalitate peste tot. Egalitatea In ambele cazuri se obtine cand

T = %, adica x = 1, aceasta fiind unica solutie a acestei ecuatii. .......................... 3p

Nota: Nu se va acorda mai mult de 1 punct pentru simpla enuntare a faptului ca doar
x = 1 este solutie.

Problema 2. Pe arcul mic AB al cercului circumscris triunghiului echilateral ABC' se con-
sidera punctul N astfel incat masura arcului N B este 30°. Din punctul /N se duc perpendiculare
pe latura AC, respectiv AB. Acestea intersecteaza a doua oard cercul circumscris triunghiului
ABC in punctele M, respectiv I.

a) Demonstrati ca triunghiul IM N este echilateral.

b) Daca Hy, Hy si H3 reprezinta ortocentrele triunghiurilor NAB, IBC, respectiv CAM,
demonstrati ca triunghiul HyHyH3 este echilateral.

Solutie. a) Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Fara a pierde generali-
tatea, putem presupune ci O(0), iar varfurile triunghiului ABC sunt A(1), B(e) si C(¢2), unde
ez—%+i§. Deoarece masura arcului NB este de 30°, avem AO 1 ON, deci N va avea afixul
i. Din conditia NI 1 AB rezulta ca exista a € R* astfel incat:
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unde z7 este afixul punctului I. Din conditia |z7| = 1 obtinem « = 1, adica I este de afix ic. In

mod analog, din M N | AC obtinem ci M este de afix ic?, de unde rezulta ca triunghiul 7M N

este echilateral. .. ... ... 3p
b) Din relatia lui Sylvester avem ca afixele ortocentrelor sunt date de zp, = z4 + 2y + 25 =

i+1+e 2y, =z2p+zy+zc=c+icte? =ezpy, sizy, =20+21+24 =2 +ic2+1=¢e%2y,,

de unde rezulta ca triunghiul Hy HsHj3 este echilateral. .......... ... ... ... ... ... 4p
Nota: Orice solutie in care nu se folosesc numere complexe se puncteaza echivalent.



Problema 3. Fie n € N, n > 2. Determinati toate numerele z € C pentru care:

’zn+1 _ Zn‘ > ’ZnJrl _ 1| + ‘ZnJrl . Z‘.

Solutie. Observam ca z = 1 e solutie si z = 0 nu este solutie. Presupunem in continuare ca
z € C\ {0,1}. Inmultind inegalitatea din ipoteza cu IZ\% si, notand % = w, obtinem:

1—w > 1 —w"+[1—w" > |1 —w") = (1—w")| = w1 -w],

ceea ce conduce la concluzia |w| < 1. ... 2p
Atunci avem |1 — w" ™| +[1 —w"| > |1 —w" ™| +|w[[1 —w"| > |1 —w" —w (1 —w")| =
|1 — w|. Ipoteza conduce la |w| =11 [1 —w| = |1 — w"“! + |1 — w"|. De asemenea, exista

s>0cul—w'tl =5 (w"Jrl — w) . Prin conjugare obtinem 1— ﬁ =s (# — %) , echivalent

cuw™™ —1=s(1 —w"). Adundm cele doud relatii si obtinem s (w" ™ — w" — w + 1) =0, adica
SW™ = 1) (W= 1) = 00 et 3p

Dacd w™ — 1 = 0, deducem ci w € U,\ {1}, iar daci s = 0, obtinem w"*! = 1, deci
w € Upy1\ {1}. Tinand cont de notatiile si observatiile initiale, deducem ca multimea solutiilor
inecuatiei din enunt este U, U U,+1, unde U, reprezinta multimea radacinilor de ordin n ale
UIIEALIE. .o 2p

Nota: Nu se acorda mai mult de 1 punct pentru simpla enuntare fara justificare a solutiilor.
Problema 4. Determinati functiile f : R — R pentru care:
f@f(@) + fW) = f(f@*) +y, o,y eR.

Solutie. Pentru = 0 obtinem f(f(y)) = f(f(0)) + y, pentru orice y € R, adica functia f

ESte IO VA, . 1p
Apoi pentru y = 0 avem f(zf(x) + £(0)) = f(f(2?)), Vz € R, ceea ce, din injectivitatea lui
f,conduce la zf(x) + f(0) = f(22), V2 ER. oottt 1p
Pentru = 1 in ultima relatie avem f(0) = 0, de unde ultima relatie este echivalenta cu
zf(z) = f(2?), Vo € R, iar prima relatie devine f(f(x)) =2, Vo €R. ...... ..., 1p

Trecind z — f(z) in relatia de mai sus, obtinem f(f(x)?) = f(f(z))f(x) = zf(x) = f(z?),
de unde, folosind injectivitatea lui f, obtinem f(z)? = 22, adicd pentru orice * € R avem

Fl@) =@ 8au f(T) = =@ oo 1p
Daca prin absurd ar exista o pereche (z,y) € R* x R* astfel incat f(z) = z si f(y) = —y,

3

atunci am avea in relatia din enunt f(2?—y) = 22 +y, adici 22 —y = 2? +ysau 2? —y = —z% —y,
ceea ce conduce la y = 0 sau z = 0, adica o contradictie. ................ ... ... ..o 2p
Asadar, functiile cautate sunt f =1Igp si f=—Ir. ... 1p

Nota: Primul punct din barem se acorda pentu orice modalitate alternativa de a demonstra
ca f este injectiva.



