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CLASA a X-a — solutii si bareme

3
Problema 1. Determinati x € <0, Z) pentru care:
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: < . : b 1
Solutie. Notam a = log, ¥ si b = logy(1 — x); ecuatia devine — +b —a = —;, de unde
a a
seobtine (a+1)(a*> —a—ab4+1) =0 ...t 2p
Lo . a’ —a+1 1
Daca a®* —a—ab+1=0,cum a # 0 (x # 1), obtinem b = —— =a+ - — 1,
a a
1
deunde a4+ — = D4 1 o 1p
a
: 3 y 1
Din z € {0, 2 rezulta 1 —x € 7 1), de unde b =log, (1 —z) € (—2,0) ..... 1p
Ca urmare, a + — € (—1,1), imposibil, deoarece a < 0 si t + n < —2, pentru orice
a
b 0 2p

1
Ramane ca a + 1 = 0, pentru care se obtine solutia (unica) x = CRRRRARERRRERTES 1p

Problema 2. Fie 2y, 2, 23 numere compleze de modul 1, cu proprietatea ca |z;— zj| >
V2, pentru orice i,j € {1,2,3},i # j. Demonstrati ca

|21 +2’2‘ + ‘ZQ"‘Z:S’ —+ ’23 +21‘ < 3.

Solutie. Consideram un reper cartezian xQOy. Daca A, B,C sunt punctele de afixe
21, %9, respectiv zz, atunci triunghiul ABC' este inscris in cercul de centru O si raza 1.
Aratam ca acest triunghi nu are unghiuri obtuze. Daca, de exemplu, <BAC > 7/2,

atunci m(A/E?) + m(A/a’) < 7, deci min {m(A/é), m(AE’)} < g

Deducem astfel ca min{AB, AC'} < V2, contradictie cu |21 —2q| > V2 si|z1—z3| = V2.
Prin urmare, triunghiul ABC nu este obtuzunghic, deci punctul O se afla in interiorul
triunghiului sau pe una dintre laturi. ....... ... ... . 3p

Fie M mijlocul lui BC. Atunci M are afixul 2222 deci |2 + 2| = 20M ... 1p

Daca unghiul A al triunghiului ABC' este ascutit, atunci OM = OB - cos(xBOM).
Cum OB =1, iar <BAC = <BOM, rezulta OM = cos A (relatie care se verifica si daca
A =m/2, intrucat O si M coincid in acest caz). Ca urmare, |22 + 23| = 2 cos A, si analog
|21 + 23] = 2cos B, respectiv |z + 22| =2cosC. ... 2p
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Cum cos A 4 cos B 4+ cos C' < —, se obtine concluzia ................ ... ... .. .. 1p



Problema 3. Un numar natural n > 4 se numeste interesant daca exista cel putin
un numdr complex z de modul 1 pentru care 1 + z + 22 4+ 2"~ 1 + 2" = 0.
Determinati cate numere interesante sunt cel mult egale cu 2022.

1
Solutie. Din z -z = |z|> = 1 obtinem z = —, iar relatia 1 +Z + 22 + 2" + 2" = 0
z

1 1 1
conduce la 1+ — + -+
z oz

1 n n—1 n—2 e A
n_l—i—z—n:()sauz + 2" 4+ 2" %+ z+ 1= 0; tinand cont de
2
relatia din ipotezd se deduce ¢ 2" 2 =22 sau 2"t =1............ ... ... 3p

Atunci 2" + 2" P+ 224 2+ 1 =24+ 23+ 22+ 24+ 1 =0, de unde rezulta ca 2° = 1.
Deducem ca 5 | (n — 4), deci orice numar interesant are forma n = 5k + 4, k € N, pentru
care conditia din enunt este verificata de orice z € C \ {1} astfel incat 2° =1 ...... 3p

Din 4 < bk + 4 < 2022, deducem ca exista 404 numere interesante .............. 1p
Problema 4. Determinati functiile f : R — R care verifica relatia
f(f(y —z) — xf(y)) + flz)=vy- (1 — f(:(:)), pentru orice x,y € R.
Solutie. Relatia din enunt se rescrie
f(f(y —z) — xf(y)) =y —(y+1)f(x), pentru orice x,y € R. (1)

Pentru = 0, din (1) rezulta f (f(y)) = (1 — f(0)) -y — f(0), Yy € R, (2)........ 1p

Presupunand f(0) = 1, ar rezulta ca (f o f)(y) = —1, pentru orice y € R, (3).
Prin compunere la stdnga cu f in relatia (1), din (3) ar rezulta c& f(y—(y+1)f(z)) = —1,

1
pentru orice x,y € R, relatie din care, pentru x — f(z) si y = —g5 obtinem f(0) = —1,
contradictie. Ca urmare, f(0) # L. ... 2p
Atunci functia h: R — R, h(y) = (1 — f(0)) -y — f(0), este injectiva, iar cum fo f = h
(din relatia (2)), rezulta ca f este INJECIVA .. ...t 1p

Din (1), pentru y = —1, rezultd c& f(f(—1—x) —zf(—1)) = —1, pentru orice z € R,
de unde pentru x — —(z + 1), obtinem:

f(f(@)+ (z+1)f(—1)) = —1, pentru orice z € R. (4)
Pentru x = —1, din (4) rezulta ca f (f(—1)) = —1, iar relatia (4) se rescrie:
F(f(@)+ (z+1)f(=1)) = f(f(=1)), pentru orice z € R.
Cum f este injectiva, deducem ca f(z) + (z 4+ 1)f(—1) = f(—1), pentru orice z € R,

de unde, notand a = — f(—1), rezulta ca f(z) = ax, pentru orice x € R. ........... 2p
Inlocuind in relatia (1) si efectuand calculele, obtinem:
(a>—a)-zy+ (a* —a) -z — (a>—1) -y =0, pentru orice =,y € R.
Reiese cd a®> —a = a® + a = a®* — 1 = 0, de unde rezulta ci a = 1. Singura solutie este
f(z) =, pentru orice & € R. ... 1p



