Societatea de Stiinte
Matematice din Roménia
Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 8 Martie 2014
CLASA a IX-a

Solutii si bareme orientative

Ministerul Educatiei Nationale

Problema 1. S# se determine numirul irational = stiind ci numerele x? + x si
2% + 222 sunt numere intregi.

Solutie. Fie 22 + 2 = a si 2% + 222 = b. Atunci b — ar = 22 = a — x, deci
e ) T e 4p
Cum z e irational si a,b sunt intregi, deducem a =b=1,........................ 2p

deci x = %\/g ................................................................. 1p
Problema 2. Se considerd triunghiul ABC si punctele D € (BC), E € (AC),
F € (AB) astfel incat
DB EC FA
DC FEA FB’
Semidreptele (AD, (BE si (CF intersecteazd cercul circumscris triunghiului ABC' in
punctele M, N gi P. Si se arate cd triunghiurile ABC gi MNP au acelagi centru de
greutate dacd si numai dacd triunghiurile BMC, CNA si APB au ariile egale.

Solutie. Se aratd usor ca

AD + BE+ CF =0. (*)
................................................................................. 2p
Notand ariile triunghiurilor ABC, BMC, CNA si APB cu s, sq, Sp, Sc, avem

DM Sa
AD s’
deci
AM s+ s,
AD s
de unde n
AM = 2% 4D,
S
Sl analoagele. . ... ... 3p

Triunghiurile ABC si M NP au acelagi centru de greutate dacd gi numai daca
AM + BN +CP =0,

deci daca gi numai daca

5+5a g5 S*Se pro
S

S+Sc'ﬁzo7
S S

relatie echivalenta cu - L L
Sq AD + s, - BE+s.-CF =0.

Folosind (), relatia precedentd este echivalentd cu
(80 — 8¢) - AD + (sp — s.) - BE =0,

si cum vectorii AD si BE sunt necoliniari, egalitatea are loc daci gi numai daca s, =

Problema 3. Medianele AD, BE gi CF ale triunghiului ABC se intersecteazi in
punctul G. Fie P un punct in interiorul triunghiului, nesituat pe niciuna dintre medianele



acestuia. Dreapta care trece prin P gi este paraleld cu AD intersecteaza latura BC'
punctul A;. In mod analog se definesc punctele By gi C;. Sa se arate c&

in

Solutie. Sa ducem prin P paralele la laturile triunghiului. Daca paralelele la AB si
AC intersecteaza latura BC' in punctele Ap si A¢, atunci triunghiurile ABC i PAgAc
sunt evident asemenea, i cum PA; e paraleld cu mediana AD, rezulta ca A; este mijlocul

segmentului AgAc (a se vedea figura 1).

B Ag D A, A C
figura 1

Atunci

2A1D = A1B+ AC =AgB + AcC = PCg + PB¢.

si egalitdtile similare. .. ... e

Deducem cd suma 2 (A1 D 4+ B E + C1 F) este egald cu

EZPCB—I—PBc-‘rPAc—&—PCA+PBA+PAB.

Dar
PCs+ PBy :ﬂ,

S1analoagele, . .. ...
deci

de unde ConClUZIA. ...

Problema 4. Sa se determine functiile f : N* — N* care au proprietatile:
a) f(m+mn)—1divide f (m)+ f (n), pentru orice m,n € N*;
b) n? — f (n) este patrat perfect, pentru orice n € N*.

1p



