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CLASA a XII-a
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Problema 1. Pentru n € N* consideram functia f, : [0,n] — R data de
fn(z) = arctg ([z]), unde [z] reprezinta partea intreaga a numarului real z.
Sa se arate ca f, este integrabila si sa se determine lim % fon fn(z)da.

n—o0

Solutie. Functia f, este egala cu constanta f,(i) pe [i,7 + 1] \ {i + 1},
i € 0,n — 1, deci este integrabila pe fiecare interval [i,7 + 1].
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Folosind teorema Stolz-Cesaro, limita ceruta este

. arctgl 4+ arctg2 + ...+ arctgn _ T

lim = lim arctgn = —.
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Problema 2. Fie f : [0,1] — R o functie derivabila, cu derivata continua
sifie s, =, f(£).

Sa se arate ca sirul (s,41 — Sn)nen+ este convergent catre fol f(x)dz.

Solutie. Folosind teorema lui Lagrange, obtinem

sn+1—8n=§f<nil>—§f(§>:f(l)_i(f<§>_f(nil>)
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Daca f’ > 0, atunci et (2k) < k' (k) < o) (xk), k=12,...,n,

n+1 — nn+1) — n

1 n , 1 n ) 1 n ,
n+1 ;xkf (z1) < n(nt 1) ;kf (z1) < E;xkf (x). Deoarece

deci



(1,9, ..., x,) reprezinta o familie de puncte intermediare asociate diviziunii
(0,1/n,2/n,...,n/n), rezulta

1

lim _ Z kf'(xy) = /o zf'(z)dr = xf(x)‘o - (x)dx,

de unde concluzia.

In cazul in care existd si puncte in care f’ ia valori negative, inlocuim
feug:xz— f(r)+ Mz, unde M = sup\f/| Conform celor de mai sus,
pentru t, =Y ,_, g(% avem (tp1 —tp)n — fo r)dr = fo z)dz + 4, iar
thi1 —tn = Spa1 — Sp + %, deci concluz1a este valablla siin acest caz.

Problema 3. Fie (A, +,) un inel cu proprietatea: oricare ar fi z € A,
x+ 2?2+ 23 =t + 25 4 25

a) Sa se arate ca daca n > 2 este un numar natural, z € A g 2" = 0,
atunci z = 0.

b) Si se arate ci z* = x, oricare ar fi x € A.

Solutie. a) Din ipoteza obtinem z" ' = 2"(z* + 23 + 2% — 2 — 1) = 0 s,

analog, 2" 2 =" 3 = .. . =1 =

- =0.

Problema 4. Fie (G,-) un grup care nu are elemente de ordin 4 si
f : G — G un morfism de grupuri care are proprietatea f(z) € {z,x7'},
oricare ar fi x € G. Sa se arate ca f(x) = z, oricare ar fi € G, sau
f(z) =27 oricare ar fi z € G.

Solutie. Sa presupunem, prin absurd, ca exista a,b € G astfel incat
)

fla) =a# atsi f(b) =b"' #b. Atunci f(a ) (a
deci f(ab) = (ab)™" = b"'a™!. Rezultd astfel ab™' =b~'a™!, b~' = ab~la.

Apoi f(ab?) = f(a)f?(b) = ab2. Daca f(ab?) = ab?, atunci b* = e,
de unde ord(b) = 4 — Contradict;ie Cu ipoteza, sau b?> = e — contradictie cu
b# b1 Astfel f(ab?) = (ab®)™! = b2a™!, deci ab™? = b~%a!. Rezulta

aba=b"%=(b""? = ab 'aab 'a,

de unde a? = e — contraditie, ca mai sus.



