Etapa judeteana — solutii si barem orientativ, clasa a XI-a

Problema 1. (a) Dati un exemplu de doua matrice A si B din Ms(R), astfel incat

2 2 2 3
A+B—<32 .

(b) Aritati c&, daci A si B sunt dous matrice din Ms(R), astfel incat A%+ B? = < ; g >,

atunci ele nu comuta, AB # BA.

Solutie. (a) De exemplu, matricele A = 3/2< i 1 ) si B = ( _(1) (1] ) indeplinesc
conditia din enunt. ......... 3 puncte
(b) Daci matricele A si B ar comuta, atunci A% + B? = (A +iB)(A4 —iB), deci

(det(A +iB)[? = det(A + iB) det(A — iB) = det(A® + B%) = det < . > _ 5<0,

contradictie. ... ...ooii e 4 puncte

Problema 2. (a) Aratati ca, daca f: R — R este o functie, astfel incat functiile g: R — R,
g(x) = f(z)+ f(2z), 1 h: R = R, h(x) = f(z) + f(4x), sunt continue pe R, atunci si f este
continua pe R.

(b) Dati un exemplu de functie discontinua f: R — R, care are urmatoarea proprietate:
exista un interval I C R, astfel incat, oricare ar fi a in I, functia g,: R — R, gu(z) =
f(z) + f(ax), este continua pe R.

Solutie. (a) Continuitatea lui f rezulta din identitatea f(z) = (g(x) — g(2x) + h(x)) /2,
x € R, gi continuitatea functiilor g g1 h. ... 2 puncte

(b) Functia f: R — R,

-1, x <0,
f(x) = 0, =0,
1, >0,

este discontinua in 0, dar g,: R — R, g.(x) = f(x) + f(az) = 0, este continua pe R, oricare
AT 1 @ < 0. o 5 puncte

Problema 3. (a) Fie A o matrice din My(C), A # als, oricare ar fi a € C. Aratati ca o
matrice X din M2(C) comuta cu matricea A, adica AX = XA, daca si numai daca exista
doud numere complexe a si o, astfel incat X = oA + o' L.

(b) Fie A, B si C trei matrice din Ms(C), astfel incat AB # BA, AC = CAsi BC = CB.
Aratati ca C' comuta cu orice matrice din Mo (C).
Solutie. (a) Este evident ca dacd X are forma din enunt, atunci X comuta cu A. Reciproc,

fie A = < ar a2 > siX = < S > Conditia AX = X A implica
ay Gy L1 Ty

asx| = ayxs, (1)
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(a1 — a3)a' + @ (25 — 1)

Intrucat A nu este de forma aly, a € C, sau cel putin unul dintre elementele ag, a) este
nenul sau ag = a} =0 si a1 # ab.

In primul caz, fie ag # 0 — daca a # 0, procedam in mod analog. Expriméand pe z} din
relatia (1) si pe 24 din relatia (2), rezulta

X = QA—F <1’1 — all’g) Is.

a2 a2

In fine, dacii ag = @} = 0 §i a1 # db, atunci relatia (2) implici x5 = 0, iar relatia (3)
implica 2} = 0 si rezulta

/ / /
Tr1 — mQA + a1$2 - a2l'1

a; — al a; — a

X =

(b) Vom arata ca C este de forma v/ls, unde « este un numar complex, deci C' comuta
cu orice matrice din My(C). Sa presupunem ca C nu are aceasta forma. Intrucat A si C
comutd, conform (a), existd doud numere complexe « si o/, astfel incat A = aC + o/I5. In
mod analog, existd dou numere complexe 3 si ', astfel incat B = BC + 3’15, deci AB = BA
— contradiChie. ... 3 puncte

Problema 4. Fie f: N — N* o functie strict crescatoare. Aratati ca:

(a) Exista un sir descrescator de numere reale, strict pozitiv, (yn)nen, convergent la 0,
astfel Incat y, < 2yy(,), oricare ar fi n € N;

(b) Daca (x)nen este un gir descrescator de numere reale, convergent la 0, atunci exista
un gir descrescator de numere reale, (y,)nen, convergent la 0, astfel incat =, < y, < 2Yt(n)s
oricare ar fi n € N.

Solutie. (a) Intrucat f (0) > 0 si f este strict crescatoare, rezulta ca f(n) > n, oricare ar fi
n € N. Consideram sgirul strict crescator (ng)reny de numere naturale, definit prin ng = 0 si
ng = f(ng—1), k € N* — monotonia acestui gir rezulta din proprietatea precedenta a lui f.
Definim apoi sirul descrescator (yn)nen, Yn = 27k np <n < ng+1, K € N — monotonia si
convergenta la 0 ale acestui sir sunt evidente.

Pentru a demonstra inegalitatea y, < 2ys(,), n € N, este suficient s o demonstram pentru
ng < n < ngy1, k € N. Deoarece [ este strict crescatoare, ngi1 = f(ng) < f(n) < f(ngy1) =
Nkt2, deci Yy, = p T U 2 puncte

(b) In mod evident, z, > 0, oricare ar fi n € N, deoarece (Tn)nen este descrescator si
convergent la 0.

Reamintim sirul strict crescator (ny)ren de numere naturale, definit la punctul (a): ng =0
si ng = f(ng—1), k € N*. Definim apoi sirul descrescator (zj)ren de numere reale pozitive,
20 = 21 sl 2z = max (xy,, 2,—1/2), k € N* — monotonia acestui sir rezulta inductiv, folosind
monotonia girurilor (ng)ren $i (Tn)nen- In plus, (2 )ken este convergent la 0: daca exista o
infinitate de indici &, astfel incat z, = x,,, atunci convergenta la 0 a lui (zx)ren rezulta din



monotonia sa gi convergenta la 0 a lui (zy,)nen; iar daca existd doar un numar finit de indici
k, astfel incat z, = @y, , atunci z; = 2z5_1/2 de la un rang incolo si din nou (z)ren converge
la 0.

In fine, definim sirul (yn)nen, Yn = 2k, Nk < 1 < ngt1, K € N. Monotonia si convergenta
la 0 ale acestui gir rezulta din proprietatile corespunzatoare ale girului (zj)ken-

Pentru a demonstra inegalitatile z,, < y,, < 2yf(,), n € N, este suficient sa le demonstram
pentrung < n < ngyq, k € N. Evident, z, < z,,, < 2, = yp. Pe de alta parte, ng41 = f(ng) <
f(n) < f(ngs1) = npy2, deoarece f este strict crescatoare, deci yr(n) = 2k11 > 2k/2 = yn/2.
.................................................................................. 5 puncte



