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CLASA a IX-a — Solutii si barem orientativ

Problema 1. a) Demonstrati c&, oricare ar fi numarul real x, are loc inegalitatea
= —x4+1>0.
T+ 22+ 23 =3

b) Rezolvati in multimea numerelor reale sistemul .
3 3 3_ .4 4 4
] + x5 + 13 = 1] + 75 + T3

Solutie. a) z* — 23—z +1=(z-D@® -1 =(@—-1)2@2+z+1) . ..cooiii . 2p
24+ 2 +1>0,Ve €R, de unde concluzia ............cooueiiiiiii 2p
b) Din a) rezulta ca relatia de egalitate obtinuta prin adunarea ecuatiilor este posibila numai
daca :ci — CL‘% —xp+1=0, k=1,2,3, deci singura solutie a sistemului este (1,1,1) ............ 3p

Problema 2. Se considera triunghiul ABC si punctele D, E € (BC), F,G € (CA), H,I € (AB)
astfel incat BD = CE, CF = AG si AH = BI. Notam cu M, N, P mijloacele segmentelor [GH],
[DI], respectiv [E'F] si cu M’ intersectia dreptelor AM si BC.

Arktati . BM' AG AB
a) Aratati ca oM - AR AC
b) Aratati ca dreptele AM, BN si C'P sunt concurente.
— 1= 1= 1AH — 1AG —2

Solutie. a)lAMj §AH + §—A>G =515 ,ij_ 340 AC o 2p
- m

! __ —
AM' = . 1AB + mAJhlAC, unde TZG— CJ\{’ ............................................ 1p
A, M, M’ coliniare & —— mn de unde cerinta ............ ... .l 1p

AB.m—FIZR'm—Fl’

BM' CN' AP
b) Daca definim analog punctele N’, P/, atunci din a) reiese

CM' AN' BP

=1 si, aplicand

reciproca teoremei lui Ceva, obtinem concluzia. ......... ... ... .. i i 3p
Problema 3. Fie n un numar natural nenul si a1, ag, ..., a, numere reale astfel incat a; +
ag + ...+ ay < k, oricare ar fi k € {1,2,...,n}. Demonstrati ca
mye, e bl
. y 1 2 -1 2 o0
Solutia 1. Demonstram prin inductie. Cazul n = 1 se verifica imediat. ..................... 1p

Presupunem acum ca relatia este adevarata pentru orice n numere si o demonstram pentru n+ 1
numere ai,...,0n41-

1
Daca ap4+1 < 1 atunci aﬁrll S oI si demonstratia se incheie aplicand ipoteza de inductie
n n
NUMETEIOT G,y « vty Gy v e ettt et e et e et e e e e e e e e e e ettt 2p
a a a a a a -1
Daca an4+1 > 1, atunci Ly gy ot < Ly + Ont1 si demonstratia
1 n n+1 1 n n+1
se Incheie aplicand ipoteza de inductie celor n numere ay,...,ap—1,ap +@p+1 — 1 ..ol 4p
Solutia 2. Fie Sy = a1 +az+ -+ ag. Observam cad Sgr1 — Sk = Qg1 oo vvvvvvvveennennen.. 1p
Avem . .
ak Sk — Sk—1
A = —_— =
SO ADTE
k=1 k=1
UNAE S0 = 0. oo 1p
Deducem .
S
An =2 5 i
= R+ )
............................................................................................... 3p
. . - 1 1 1
1ard1n1potezacaAn§I—i—i—i—...—}—f .................................................... 2p
n

Problema 4. Pe o hartie este scrisa la inceput o lista de numere naturale distincte. O continuare
a listei Inseamna alegerea a doua numere dintre cele existente si scrierea pe lista a celui mai mic
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Solutie. Numirul maxim este 210 — 1. ... . 1p
O lista cu 2'° — 1 numere se obtine, de exemplu, pornind cu 10 numere prime distincte si formand
la Inceput multiplii comuni cu 2 factori, apoi cei cu trei factori, apoi cei cu patru factori, etc (formam,
de fapt, toate cele 2'° — 1 submultimi cu cel putin un element ale multimii {1,2,...,10})....... 3p
Nu se pot obtine mai mult de 2'° — 1 numere, deoarece fiecare continuare conduce la obtinerea
celui mai mic multiplu comun a catorva dintre numerele initiale, deci fiecare numar de pe lista
corespunde alegerii unei submultimi cu cel putin un element a multimii {1,2,...,10} .......... 3p



