Olimpiada nationala de matematica, 2013 — etapa judeteana si a
municipiului Bucuresti

CLASA a XII-a — solutii si barem orientativ

1

Problema 1. Sa se calculeze limita lim ™" dx.
n—oo 0

Solutie. Intrucat e*" > 1, oricare ar fi z € [0, 1], rezulta ca

/1 L 2 puncte
P(()a de altd parte, e! < 1+ 3¢, oricare ar fi t € [0,1], ............. 2 puncte
deci /1 e dx < /1(1 +32")de=1+3/(n+1). .............. 2 puncte
Prin uormare7 limitg ceruta esteegala cu 1. ...................... 1 punct

Problema 2. Un grup (G, -) are proprietatea (P), daca, pentru orice
automorfism f al lui G, exista doua automorfisme g si h ale lui G, astfel
incat f(x) = g(z) - h(x), oricare ar fi z € G. Sa se arate ca:

(a) Orice grup care are proprietatea (P) este comutativ.
(b) Orice grup comutativ finit de ordin impar are proprietatea (P).
(c) Niciun grup finit de ordin 4n + 2, n € N, nu are proprietatea (P).

(Ordinul unui grup finit este numarul de elemente ale acelui grup.)

Solutie. (a) Fie g,h € Aut(G), astfel incat x = g(z)h(x), oricare ar fi
x € G. Fie a si b doud elemente ale lui G. Atunci a = g(a)h(a), b = g(b)h(b)

siab = g(ab)h(ab). ... .o 1 punct
Rezulta ca g(a)h(a)g(b)h(b) = ab = g(ab)h(ab) = g(a)g(b)h(a)h(b), deci
R(a)g(b) = g(b)h(a). .o 1 punct
Concluzia rezulta din surjectivitatea lui gsi h. ................. 1 punct

(b) Fie f € Aut(G). Cum G este comutativ si are ordinul impar, functi-
ile p,1: G — G, ¢(x) = 22, (x) = 1, sunt automorfisme, deci g = fo ¢

sih= f o1 sunt automorfisme. ... 1 punct
In fine, f(z) = f(z?271) = f(2?)f(2~!) = g(z)h(z), oricare ar fi z € G, de
unde rezulta concluzia. ......... ... i i 1 punct

(c) Presupunem ca G are proprietatea (P) si fie a € G un element de
ordin 2. Vom arata ca a este unicul element de ordin 2 din G. Fie b € G
de ordin 2, b # a. Cum G este comutativ (cf. (a)), multimea {e,a,b, ab}
este subgrup al lui G, deci 4 | 4n + 2 — contradictie. Fie ¢ € Aut(G). Cum

e = p(e) = p(a?) = ¢*(a) si p(a) # e, rezulta ca p(a) =a. ...... 1 punct
Fie g,h € Aut(G), astfel incat x = g(z)h(x), oricare ar fi z € G. Atunci
a = g(a)h(a) = a?, de unde, a = e — contradictie. ............... 1 punct
Remarca. Exista grupuri de ordin 4n, care au proprietatea (P) — e.g.,

grupul lui Klein — si grupuri de ordin 4n, care nu o au — e.g., grupul aditiv
Zy.

Problema 3. Fie f: [0,7/2] — [0, 00) o functie crescatoare. Sa se arate
ca:



(a) / f(7/4))(sinz — cosz) dz > 0.
(b) Exista a € [r/4, 7/2], astfel incat /a f(z)sinzxdr = /a f(x) cosx dx.
0 0

Solutie. (a) Scriem integrala sub forma:
w/2
/ (f(z) = f(w/4))(sinz — cosz) dz =
0

w/4
/0 (f(z) = f(x/4))(sinz — cosz) da+

I
w/2
/ (f(z) = f(7/4))(sinz — cosz)dx =T + J.
w/4
J
................................................................ 3 puncte
Daca = € [0,7/4], atunci f(z) — (77/4) 0 si sinz — cosz < 0, deci
I >0 iar daca = € [r/4, /2], atunci f(x) — f(7/4) > 0 sisinz — cosz > 0,
deci J > 0. oo 1 punct
Prin urmare, I+ J > 0. ... 1 punct

(b) Fie F(t / f(x)(sinx —cosx)dx, 0 <t < x/2. Atunci F(n/4) =
/7r f(x)(sinx — cosx)dx < 0 F(r/2) = / f(x)(sinx — cosx)dx >
0 0

w/2
/ f(r/4)(sinx — cosx) dx = 0,
0
ultima inegalitate rezultand de la punctul (a). Concluzia rezulta din conti-

nuitatea Tul F. oo 2
puncte

Problema 4. Fie (A,+,) un inel cu proprietatea cd x = 0 este unica
solutie a ecuatiei > =0, 2 € A. Fie B={a € A|a® =1}. Si se arate ca:
(a) ab — ba = bab — a, oricare ar fia € Asi b € B.
(b) (B,-) este grup.
Solutie. (a) Fie a € A 5i b € B. Intrucat
(b=1)a(b+1))* = (b=1)a(b+1)(b—1)a(b+1) = (b—1)a(b*~a(b+1) = 0,

rezultd cd (b—1)a(b4+1) =0, ..ot 1 punct
deciab—ba=bab—a. ........ ... .. . ... 1 punct

(b) Fie a si b doui elemente ale lui B. Intrucét
(ab — ba)? = abab — ab*a — ba*b + baba = a(bab) + (bab)a — 2
= a(ab — ba + a) + (ab — ba + a)a — 2 (cf. (a))
= a?b — aba + a® + aba — ba®> + a®> —2 =0,



rezultd ci (ab—ba)? =0, deci ab=ba. ..............ccoiiiii... 4 puncte
Prin urmare, (ab)? = a?b® =1, i.e., ab € B; in plus, a~! = a. Rezultd ca B
este subgrup al lui U(A). ..o 1 punct



