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SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE — CLASA a X-a

Problema 1. Fie a,b € R si 2 € C\R astfel incéat |a — b| = |a + b — 22|.

a) Sa se arate ci ecuatia |z —a|” 4+ |2 — b|” = |a — b[”, cu necunoscuta
z € R, are solutie unica.

b) Sa se rezolve inecuatia |z — a|” 4+ |2 — b|* < |a — b|", cu necunoscuta
z e R.

Solutie. a) Fieu = z—a,v = z—b. Avem |v — u| = |u + v| sl u, v, u+v €
C\R, deci u,v,u+ v # 0.

Relatia |u + v| = |v — u| implica |u+v|* = |[ul* + [o]*.............. (2p)

xT
Deoarece |v| = ||, ecuatia devine |u|” + |v|* = lul® + |v|2> , sau
x xr
u o\,
ul + o > + o
Se observa solutia x =2.......... ... . (2p)
Cum functia f: R — R,
x €T
PO R I R B
Vol + 1oP ul + o

este strict descrescatoare, solutia este unica............................ (1p)

b) Din monotonia functiei f, deducem ca solutia inecuatjiei este intervalul
(2, 400 ) e et (2p)

Problema 2. Fie a,b € C. Sa se arate ca |az + bZ| < 1, pentru orice
z € C, cu |z| =1, daca si numai daca |a| + [b] < 1.

Solutie. Sa presupunem |a| + |b] < 1, si fie z € C, cu |z| = 1. Atunci
laz + bzZ| < |az| + |bZ| = |a| + |b] < 1.

................................................................... (2p)
Reciproc, daca a = 0 sau b = 0, implicatia e evidenta. Daca a,b # 0,

scriem g =r(cosa +isina). Pentru z = cos § +isin §, avem

b
1> |az + bz| = |a] |Z] z%a

= la|[(1 4+ r) (cos + isina)|

d)

=la| (1 +7r) =a] (1—|—

= |a| + [b].



Problema 3. Se considera functia f: R — R,
_Joax, z€Q
f(x>_{bx, reR\Q '’

unde a si b sunt doua numere reale nenule.
Sa se arate ca f este injectiva daca gi numai daca f este surjectiva.

Solutie. Vom arita cd f este injectiva <= 7 € Q.

Sa presupunem ca f este injectiva. Daca § € R\Q, f (%) =a=f(1),
contradicfie. ... ... ... (2p)

Sa presupunem § € Q si fie z1, 22 astfel ca f (1) = f (z2) . Daca z1, 12 €
R\Q sau z1,x2 € Q, obtinem imediat x; = zo. Daca 21 € R\Q si 2 € Q,
obtinem awxy = bry, deci § = % € R\Q, contradictie. Deducem ca f este
INJECtIVA. L oo (1p)

Vom arata ca f este surjectiva <= ¢ € Q.

Sa presupunem ca f este surjectiva. Atunci exista x real astfel ca f (z) =
b. Daca z € R\Q atunci obtinem bz = b, deci z = 1, contradictie. Deducem
ca x e rational §i atunci avem ax = b, deci § = % €Q. v (2p)

Reciproc, fie 7 € Q 5i y € R, arbitrar. Nu putem avea simultan % € R\Q
si 4 €Q,deci f (%) =ysau f (%) =y. Rezultd cd f este surjectivi....(2p)

Problema 4. Fie n € N*. Sa se arate ca numarul

2
2V 2™ cos <n arccos \4f>

este numar intreg impar.

Solutie. Fie a = arccos Y2 $i z = cosa + isina. Cum cosna =

i
3 (2" +2z"), avem

2v2hcosna = V2" (2" +2") = S,.

P (3p)
Din relatia
M+ = (2+72) () — 2z (2R 22,
deducem
Sn = Sn—1 — 25,2,
PENEIU 10 2> But ittt e e (2p)
Deoarece S = 1 si So = —3, rezulta inductiv ca S,, este numar intreg
INPAT. . o (2p)



