Olimpiada de matematica, etapa judeteana si a municipiului Bucuresti,
12 Martie2011
Barem de corectare, clasa a X-a

Problema 1. Fie a, b, c numere reale strict pozitive. Aratati ca ecuatia a® 4 b* = ¢*
are cel mult o solutie.
Gazeta Matematicd

Solutie. Ecuatia se reduce la f(z): = (%)I + (%)Z =1. 2p
Daca una dintre fractiile precedente este > 1 gi cealalta este < 1, atunci ecuatia nu
are nici solutii pozitive, nici solutii negative. 2p
Daca a > csi b > ¢, sau daca a < ¢ si b < ¢, atunci functia f este strict monotona,
deci ecuatia f(z) =1 are cel mult o solutie. 3p

Problema 2. a) Aratati ca, daca z, 29, 23, 24 sunt numere complexe distincte, cu
modulele egale si cu suma nula, atunci patrulaterul cu varfurile de afixe 21, 29, 23, 24 este
dreptunghi.

b) Aratati ca, dacd numerele reale z,y, z, t indeplinesc relatiile sinz + siny + sin z +
sint = 0 gi cosx + cosy + cos z + cost = 0, atunci pentru orice numar intreg n,

sin(2n + 1)z + sin(2n + 1)y + sin(2n + 1)z +sin(2n 4+ 1)t = 0.
Solutie. a) Din ipoteza, Y z; = 0 si numerele nu sunt nule, deci ) % =0 (1). 2p

Daca z1 + 22 # 0, ipoteza si relatia (1) duc la 21 + 290 = —z3+ 24 §i 2122 = 2324, ceea ce
implica {z1, 20} = {—23, —24}, lar daci z1 + 2o = 0, atunci z3 + z4 = 0; in ambele cazuri,
numerele z1, 29, 23, 24 sunt doua cate doua opuse, de unde concluzia. 2p

b) Daca z; = cosz + isinz si analoagele, atunci ) z; = 0. 1p

De asemenea, |z1| = |z2] = |z3]| = |24 = 1. 1p

Din a), 21, 22, 23, 24 sunt opuse doua cate doud, de unde reiese imediat cerinta. 1p

Problema 3. Fie a,b doud numere complexe. Aratati ca urméatoarele afirmatii sunt
echivalente:

A1) Modulele radacinilor complexe ale ecuatiei
cu modulele radscinilor ecuatiei 22 — bz 4+ a = 0.

Ag) a® =1 sau b = a.

2 _ax + b = 0 sunt respectiv egale

Solutie. Daca |x1| = |z3], |z2| = |x4| (1), atunci |a| = |z3z4| = |T122| = [D]. 1p
Deducem |z1 + x2| = |23 + 24| (2). Din (1) si (2) reiese ca existd k € C astfel incat
Ty = kx1, £4 = kxs sau existd k € C astfel incat zo = kxq, x4 = kas. 2p
In primul caz avem a = ka3 = (1 + k)z; si b = ka? = (1 + k)3, ceea ce implici
a® = k(1 + k)?2323 = b3, 1p
In al doilea caz avem a = kx3 = (14+k)xy §i b = kx? = (1+k)x3, de unde 237 = 373,
deci z1 = T3 sau a = b = 0, apoi x9 = Z4, deci a = b. 1p

Reciproc, daca b = a, atunci x1 + xo = T3 + T4, T1T2 = T3T4, ceea ce arata ca
{21,292} = {T3,74}, iar dacd a® = b3, atunci a = eb, 3 = 1 si radacinile verifica relatiile
T1 + o9 = (w3 + 14), 2172 = e22324; in ambele cazuri, {|x1], |za|} = {|23], |z4]}. 2p

Problema 4. a) Aratati ca, daca a,b > 1 sunt numere reale distincte, atunci
loga(loga b) > logb(loga b)
b) Aratati ca, dacan € Nyn > 2gi a; > ag > ... > a, > 1 sunt numere reale, atunci
log,, (log,, az) +log,,(log,, a3) + ... +log,  (log, , an)-+log, (log, ai)> 0.
Solutie. a) Daca a < b atunci log, (log, b) = (log, b)(log,(log, b)) > log;(log, b) pentru
ca logy(log, b) > 0 si log, b > 1. 2p
Daca a > b, atunci concluzia reiese din log(log, b) < 0 si log, b < 1. 2p



b) Rationam inductiv. Pentru n = 2,
log,, (loga1 az) + log,,, (loga2 ay) > logaQ(loga1 az) + log,, (logaz ay) = log,,1=0. 1p

Pentru pasul de inductie: daca a; > az > ... > an4+1 > 1, atunci
log,, (log,, a2) +10g,, (log,, as) + ... +log,, (log,, ant1) +log,, , (log,, ,, a1) =
= log,, (log,, a2) + ... +log,,  (log,, , an) +log,, (log,, a1) +log,, (log,, ant1)+
+log,, ., (log,, ,, a1) —log,, (log,, a1) >
> log,, ., (log,, ant1) +1log,, . (log,,  a1) —log, (log,, ai) =
= logan+1(logan ar) —log, (log, ai) >0,

deoarece log, a1 > 08l apy1 < ap. 2p



