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1.a) Determinati doud numere naturale x € N* si abc astfel incat numarul \/ (abc + cab + bca)x sa fie rational, iar

x sa fie cel mai mic numar posibil.

b)Calculati 1 — |[*+ 24 L 4oL 2009
’ 2 6 12 2009-2010 2010

Barem
a) (abc +cab +bca)x =111(a+ b+ )x =3-37(a+ b + c)x (1p)

De aici atb+c=3. Cum a, b, c sunt nenule =>a = b = ¢ = 1 (1p) si x=37. (1p)

1 1 1 1 2009 2-1 3-2 4-3 2010-2009 2009
b) -ttt - =T I T S o

2 6 12 2009-2010 2010 2 6 2 2009-2010 2010

1 1 1 2009

4 2009 2010 2010

Decil—[F 444 d— 20—y (1p)
2 6 12 2009-2010 2010

2.Fie () nso un sir pentru care xy = 1 iar 2x,,1 = x,, + 2, oricarear fin € N .

1 1 1 1
PRI

a) Aratati ca sirul (b, )psq definit prin b, = x,, — x,,_1, oricare ar fi n natural nenul, este o progresie geometrica.

b) Determinati formula termenului general al sirului (x;)pns0.

Barem

1 1
b Xn41—X SXntl)=(Sxn_1+1 1 .. . ..
)L = SRl TR o Grnr1)-(5 ) ==,¥n = 1. Deci sirul e progresie aritmetica. (3p)
by Xn—=Xn-1 Xn—Xn-1 2

_ 1
_2_"1’

b)Cum b, = % =>b, vn > 1. 2p)

Atunci x, = O — Xp_1) + (opg — X)) + -+ (xp — —x1) +xy =b, + by_y + by, +
(2p)

1

1,11
3.Caleulati [+ 5+ 5+ 55

], unde [x] reprezinta partea Intreagd a numarului x.

Barem

by izt
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2025 1 2025 __ 1 2025_1 1 _ __r
Zk:l ﬁ < 1 + Zk:z k(k—l) = 1 + Zk:z 1 Xk = 1 + 1 2025 < 2 (1) (Sp)

$20252>1(2) (1p)

. 9 .. 1,1, 1 11
Din cele doua relatii avem [1—2 tatat m] =1(1p)

4. Daca M este punctul de intersectie a dreptelor care unesc mijloacele laturilor opuse ale unui patrulater ABCD,
aratati ca pentru orice punct O din planul patrulaterului avem OA + OB + 0C + +0D = 40M.

Barem

Fie X, Y, Z, T mijloacele laturilor patrulaterului => XYZT este paralelogram (2p), iar M este mijlocul diagonalelor
XZsi TY. (1p)

20M = 0X + 0Z,20M = 0Y + OT => 40M = 0X + OY + 0Z + OT (2p)

OA+0B —> O0B+0C —== O0C+0D —== OA+OD
> ,0Y = > , 0Z = > ,0T = >

0X =

Deci 40M = OA + OB + OC + 0D (2p).
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1. Fie z € Castfel incat (z + i)1%° + (z —)1%° =0
a)Demonstrati ¢a |z + i| = |z — i]
b) Demonstrati ca z este un numar real.
Barem
A(z+ D)0+ (-0 =0=>(z+ )10 = —(z =D => |(z+ )1 = |-(z — )1

Deci |z +i| = |z —i|(3p)

b)Daci |z +i| = |z —i| =>/a? + (b + 1)2 = \/a? + (b — 1)2. Se obtine b=0 deci z este un numar real.(4p)

2. a)Aritati ¢ 2n — VanZ — 1 = IS
. 1 1 1 .. .
b)Fie S,, = + + -+ . Gasiti cel mai mare numar natural n pentru care S,, < V2.
e Sn = e Y s Ventvani—1 P n <2

Barem
a)Prin ridicare la patrat se verifica relatia data (3p)

V2n+1-1

& —(p)VZn+1<3=>2n+1<9=>n < 4 Deci n=3 (2p)

b)Din punctul a) S, =

2, Vx,y,z,t € (1,00)

3.Demonstrati ¢ logyy, t + 108y ;¢ X +108,¢x ¥ + 1081y z =

Barem
Demostram ca log, b +log, a = 2. (2p)

Analog log, c+log.a > 2,log,d +log;a > 2log.b +log,c=21logg;b+log,d =2 silog.d+logzc=>
2.

Insumate obtinem log, bcd + log, cda + log. abd + log, abc > 12(2p)

Notam a=xyz, b=yzt, c=ztx, d=txy si se inlocuieste in relatia de mai sus. Astfel se obtine
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lngyz t+ logyzt x+10gsexy + logtxy z2z gr Vx,y,z,t € (1,0)(3p)

x> +mx+1,x<0

4 Determinati valorile reale ale lui m pentru care functia f: R - R, f(x) = { Xx+1x>0

este: a) injectivd  b) surjectivd c) bijectiva.
Barem

a)x, =— = 0<=>m € [0,0)3p)

m
2

b)m € R (3p)

¢) m € [0,0)(1p)
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4 -3
1. Fie matircea A=( )
3 =2
a) Determinati a si b numere reale astfel incat: 4°=a*4+b* I,
b) Demonstrati ca: A™ = nA + (1 —n)l,, neN,n > 2

¢) Sa se arate ca suma elementelor matricei: A+A+....+A" este numar par, oricare ar fi n€N,n > 1

Barem
1. a)
2 _ (7 -6
A = (6 g e Ip
4a+b =7
—3a = —6 .
Qg T p
—2a+b=-5
A= 2 ST D = = Ip
b) demonstrarea prin inductie sau alta metoda
P(n+1): A™'=(n+1)A+(1-n-D)L=(0F1)A-NL oot e e et et e e e e e e e e D
Din A™'=A™A=(nA+(1-n)L2)" A=nd>+(1-n) A=n(24-I) +(1-n)A=A(2n+1-n)-nL=(n+1)A-nl; g.c.d
C) SZ21 MUMIAT DAY ... oo vovciv e e et et et ee een et ets ee 2en st ae ae tee 2eeve ve tee veees ns ne vee 2esns sessaeens ID
1 1 1
2. a) Calculati, scriind sub forma de produs determinantul: A= |a? b? (?
a> b3 3
1 1 1
b) Rezolvati pe multimea numerelor reale ecuatia: 4% 4 16| =0
8* 8 64
Barem
A)A=(b—a)(c—a)(c—=Db)(ab +ac +DbC) ....ccccceooiiiiiiiiiiiiii 4p

b) aplicand punctul a) cua=2%, b = 2 Si ¢ = 4 ecuatia devine:
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212 =2%)(4 — 2¥)(2**1 4+ 2X¥%2 + 8) = 0 cusolutiile X=1 I X=2 ..cvvevveeereieeeeeei,

3.Calculati:

x—tgx

a)
x-0x+tgx

. x—sinx
b) lim =—
x—o00 X+Sinx

1
c) chi_r}})(3x + x)sinx

Barem

. x(l—MTX) 1-1
a) chl—%@ = Tt 0 Ip

(1) _ 10

1 3¥X4x-1 . 3% 4x-1
+ m

¢) lim(1+ (3% +x - 1))Fet sr = @XDD S e Ip

. 3 4x-1 . (3F-1D+x x
x—0 Ssinx x—0 x sinx

1
Finalizare lin(l) (B2 b ) SIE = B0 e
X—

V2 +x+1+Vx2+2x+2—ax—b, x=0

4.8 idera functia f: R - R, f(x ={
e considera functia f fx) Sxtc. x<0

Determinati parametriia, b,c € R stind ¢a feste continud si lim f(x) = 0.
X—00

Barem
1imx<\/1+l+iz+\/1+3+iz—a—9)=0:>2—a=0:>a=2 ..................... 2p
X—00 X X X X X
b=lim((\/x2+x+1—x)+(\/x2+2x+2—x)) .......................................... Ip
X—>00
3
b—; .......................................................................................................... 2p
1500) =13(0) = f(0) D C =1+ V2 = Du 1p
_2v2-1 1
T p

3p
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Inn

1) Se considera G=(0; )\ {1} pe care se defineste legea de compozitie m*n=m 2z , oricare ar fi m,n

€ G. Rezolvati ecuatia x*x*x=x.
2x

2 x
Fie functia f:R— R f(x)={x2+1 G"+ 1D +et+3, x20
x% + 2x + 4, x<0

a) Aratati ca f admite primitive pe R

2
b) Pentru x€[0; 00), calculati o primitiva a functiei f(x), daca F(1)= G

2
Barem

1) Aducerea ecuatiei la forma (me)2 ettt et Ipct

Solutii x;=e? , x, =eiz ........................................................................................................... 1 pet

2) a) fcontinud pe (-00; 0). fcontinUa Pe (0500) .. cuvreineititiii it eeeeae e, 1 pct

1s(0) = 14(0)= f(0)=4, f continua pe R, f admite primitive pe Ru......ccocveverivirrieeeririrrenns 1 pct

2 2
b) [ f(x)dx = wﬂz" 3K Co ettt 2 pet
€ o 3ttt ettt et e et et et te et e e ettt e tte e et eeaatae et shteaensaeennteeente et aeen eraeaennaeennnenans 1 pct

2. Calculati

a) f_zz x2025+/x% — 2x2 + 1 dx

b) [ oo ¥ tadx
Barem

a) f_zz D B b OO OO Ipct

f_zz x2025|x2 — 1|dx= f__zl x2025(x2 — 1) dx+ f_11 x2025(1-x2%) dx +
2,.2025,,.2

F 7 2%025(0% = 1) AX e 1 pet
Calcul $1 fINALZATE. .....ooveeiieieiieit et et e st e e 2 pct

D) ATAtd CA TIMPATE ..ovieieieiieiiecce ettt et et et sveete s te e st ae et ae et e esse e e an s ensen eres 2 pct
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Din f impara avem f_zgzi VA3 X AX= 0u e 1 pet

3. Se considerd multimea G= (2025;0), pe care se defineste aAb= ab-2025a-2025b+20252 +2025 cu a,
bE G.

a) Aratati cd pentru orice a,b€ G avem aAbeE G.

b) Aratati ca (G, A) este grup abelian.

c) Determinati numerele reale x, y€ G astfel incat Igx A lgy= lgx

a) Demonstrati ca functia f: (2025; ) = R, f(x) = In(x — 2025) este un izomorfism intre
grupurile (G,A) si (R,+).

b) Determinati m,n € Q \ Z astfel incat mAn€ N

Barem

Q) VTITICATE.....eevieciie ettt et et e e e st e et e esaeebe e s tsesss e ssaessaensaesssesssesasesnsennneas Ipct

b) Verificarea propriCtafilor .........coocieiieriiiiiiiiiesie ettt ettt 2 pct

¢) aAb=(a-22025)(b-2025)+2025 =>(1gx-2025)(1gy-2025)-(1gx-2025)=0
=>(1gx-2025)(1gy-2026)=0, fINAlIZATEC. ........cceerreerirerieeie ettt et e eee e eee e e eee 1 pct

Q) DT ECHIVA. ..eietiectie ettt sttt st et e s e e st e et e e aeesaeessbeesssesss e ssaensaensaensaesnsennteeeneas 1 pct
Verificare fmMOTTISINL.......oouiiiiiiiciiciece et e e e e e ete e sreeereeereeerseesseesseesssessaens 1 pct

e) ex m-2025=3/5 si n-2025=5/3 => mAn = 2026 numar natural..........c..cccceecuererreirriennennenn 1 pct

4. Fie multimea G=R x R, pe care se defineste legea de compozitie ,,0” prin:
('a,b) o (m,n)=(am, an+b)

a) Aratati ca legea este asociativa

b) Determinati elementul neutru si elementele simetrizabile.

c) Aflati doud elemente (a,b) si (m,n) din G pentru care (a,b)o(m.n)#(m,n)o(a,b)
d) Determinati X€ G, astfel incat (2%,2-2*)0 (2,4-2*) = (1,2)

Barem

Q) VETITICATE ..eieiieiii ettt ettt e s be e steeateesaees st as s es sabearseaessaessaenssensnas 1 pct

D) (1,0) ] NEULTUL ...viiieiiii it ettt ettt ettt ettt e vt eeeveeebeesseessb e sseesseesseessseeseesseessseenseensens 1 pct
(178,-D/2) €] SIMELTIC....cveeevieeeiieeiieiieie ettt eee et e et e et e eebeesseesseess e ssessaessaessseesseesseeseensens 2 pct

C) REZOIVAICA COTIMLCIL. ...eueiuieeiiiiiiiietiest ettt ettt s e ettt eee e e 1 pet

d) (2%F1, 4220 4 22 2% — 2) =(1,2) et e 1 pct
Rezolvarea ecuatiilor si alegerea solutiei convenabile x=-1.........ccccoceveviiiininnniiinnnene. 1 pct
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