CONCURSUL DE MATEMATICA APLICATA ,,ADOLF HAIMOVICI”

ETAPA LOCALA, 10-02-2024

Clasaa IX-a
< < .1 1 . o o1
1. Sa se arate ca are loc relatia =<z "D pentru orice k>1 si apoi s se demonstreze ca =t
1 1 1
3—2+4—2+ "'+20092 <1.
Barem

.1 1
Demonstrarea relatiei =< D (3p).

Din+<— =—>L1t 1 1

1 1
k2 k(k-1) ~ k2 - (k-1) k <1-—<1(2p).

20092 2009

.1 1 1
(2p) Deci 5 + 5+ 5+ +

2. Fie progresia geometricd (a,)n»; avand termenii strict crescatori. Stiind ca a; = 2 si

ans+q = 4a, — 3a,_,, determinati suma primilor n termeni.
Barem

Dina,,; = 4a,, — 3a,_; => a;q" = 4a,q"™"" ! — 3a,q™? (2p) Cum termenii sunt strict
crescitori deducem ca g # 0, g # 1 (1p). Obtinem ecuatia g2 —4q +3 = 0 => q = 3 (2p).
Deci S, = 3" —1.(2p)

. - o . . .. .1 1 1 N
3. Demonstrati ca daca xz, yz, z? suntin progresie aritmetica atunct —,——,——sunt in
’ y+z z+x x+y

progresie aritmetica.

Barem

x%+z2

stimca y? = —= (1p).

1 1

y+z x+y __ X+t2y+z xX+2y+z _ x+2y+z _ (3p)
2 2(y+z)(x+y)  2(xz+xy+yz+y?) 2(xz+xy+yz+xzszz )

Calculam



_ x+2y+z _ x+2y+z _ 1 ( )
o (2xz+2xy+2yz+x2+22) o 2y(x+2z)+(x+2z)? T x+z P)-

4. Fie ABC un triunghi si punctele M,N,P pe laturile triunghiului astfel incat ;:Mﬁ = % = i:i. Sa se

arate ca triunghiurile ABC si MNP au acelasi centru de greutate.

Barem

Fie G centrul de greutate al AABC atunci GA+GBE+GC =0 (1p) si Q centrul de greutate al

AMNP atunci QM + QN + QP = 0 (1p) dar QM = %, ON = QB:;QC, QP =

QC+kQA

" (2p) si inlocuind in relatie avem QA+0B+QC=0=0Q=G. (3p)



CONCURSUL DE MATEMATICA APLICATA ,,ADOLF HAIMOVICI”
ETAPA LOCALA, 10-0-2024

Clasa a X-a

PROBLEMA 1

1 1 1

1 1 : - — oo .
Fie functia f 01 R'f(x) log, 3 -log, 9 + log, 9 - log, 27 toet log, 32023 - Jog, 32024

a) Calculati f G) ;
2023

b) Rezolvati ecuatia f(x) = =oc -

Barem de evaluare

a) f(%) ! e e,

- (-1)(-2) + (-2)(-3) (—2023)-(—2024)

1 1 2023

= 2(L T N 2, 2023
f(x) = (logs x) (1_2 tog bt 2023_2024) = (logz x) Sga e

Ecuatia devine (log; x)? = 4

I logsx =2=x=9,Care NUCONVINE ......vitiiiniitiiie e e
1 .
. logzx=—-2=x= 5 CArE CONVINE ...

PROBLEMA 2

|z|

Se considera expresia E(z) = Ii +=,undez€eC*.

z| z
a) Determinati E (3 — 4i);
b) Demonstrati ca E(z) este un numadr real, pentru orice z € C*;
c) Demonstrati ca —2 < E(z) < 2, pentru orice z € C".

Barem de evaluare

3—-4i 5
5 + 3-4i

a) E(3—4i)=

5(3+4i) _ 6
25 5

a+bi va2+b?

E(3—4i) =22+

b) z=a+bi=>E(z) =

E(z) = a+bi +(a—bi)Va2+b2_ 2a €
va?+b? a?+b? va?+b?

f (5) =1- m = m ............................................................................
b) f(x) =logzx - loggx +1loggx - log,; x + ...+ 10gg2023 X -logzzo2a x  .............

e Y
va2+b? a+bi



PROBLEMA 3

Fie f: R > R, f(x) = 222,

a) Sa se arate ca functia f este inversabild pe R si sa se determine inversa ei.
b) S se rezolve pe R ecuatia 33/3x — 2 = x3 + 2.

Barem de evaluare

a) Demonstrarea inversabilitatii . . e e e s 20 2]
Determinarea inversei f~1: R - R, f 1(x) = m ....................................................... 1p
b) Scrierea echivalentei f(x) = f71(x) <=> fTH(X) = X.iiiiiiiiiiieeeeeeeeeee e 2P
Gasirea solutiilor ecuatiei initiale: din f~1(x) = x =>x3 =3x -2 =
(X-1)(XPHX-2)=0 = S={L, - 2} ittt ettt 2p

PROBLEMA 4

Fie A(-1+iv/3) un punct in planul complex. Si se determine coordonatele punctelor B, C si D
astfel incat ABCD sa fie un romb de arie egala cu 4 si cu centrul Tn originea O a reperului cartezian.

Barem de evaluare

O mijlocul lui AC => A+ZC =20, 20 =0=>z=—2, => C(L,=V3) ceeeeeeiiiiieer. 1p
O mijlocul lui BD=> 22222 ZB+ZD = 20, 20 = 0 =3 Zp) = —Z oo, 1p
AC(z¢ — z,) => AC(—ZZA) iar BD (2p — 2g) => BD(=225) «eeeeeeeeeee e, 1p
Daca B(x +yi) => BD(—2x — 2yi) iar AC(4+2 = 2v30) cooeeoieeeeeeeeeeeeeeeee, 1p
DINACL BD => —4x +4V3Y = 0 .cooiiii e 1p
Din |zalfze|=2 => 2{/x2+y2=2=>x2+y2 =1 ........cccccoeiiin.. 1p

inal x= + Biarv=+4=> B2 Yysip(-LB _1 31 V31
Flnalx—i2 tary =+- => B(5,;)siD (=, 2)sauB( ) (2 2) ......... 1p



CONCURSUL DE MATEMATICA APLICATA ,,ADOLF HAIMOVICI”
ETAPA LOCALA, 10-02-2024

CLASA a Xl-a
Barem

PROBLEMA 1.

Fie functia f: R—R, f(x) = 2x2 + 3 si numerele distincte a, b, ¢ € Z, abscisele punctelor A,
B, C de pe graficul functiei f.
a) Sasearate ca determinantul A=2(a—b)(b—c)(a-c), unde

f(a f(b) f(c)
A=| a b c
1 1 1

b)Aritati ca aria A ABC este un numar natural.

Barem
a) Calculul determinantului folosind proprietatile...........ccccoevireeeeeeeerieriesisesene 4p
a f(a)
b) ) S= %|A|, A= F0) A e 1p
c f(c)
din a) obtinem A=-2(2—D)(D —C)(@—C) covevrerreriee e 1p

natural...1p

PROBLEMA 2.

In(x2—3x+3)

3 , ptx<l1
Se considera functia f:(0,00)\ {L} —R, f(x)= S ,aeR.
- +a, ptx>1

x—1

a) Sa se determine ae R astfel incat functia are limitd in xo=1 .
b) Pentru a=1 sa se determine ecuatia asimptotei la graficul functiei spre +oo.

Barem
a) fare limita in xo=1 daca si numai daca Is(1)=lg(1) .ccccoomrmminiiiiiee 1p
CAICUL Ts(1)= =L oottt 1p
CAICUN TG(L) T 8. oo e 1p
concluzia finald: a= -1 ..o 1p
. (V2x—1—x)(V2x—1+x . (x-1)?
b) Calculul chll?o( (x—l)(\;Z(x——l-Fx) )y 1= ;%WML_H@ +1=0 .. 2p

c)

Ecuatia asimptotei orizontale spre 400 este: ¥ = 0 ...ccoovvrveiiiienienineeeee 1p



PROBLEMA 3.

] . 1 2
Fie matricele A = .
0 1

a) Calculati A®si AS,
b) Calculati A + A%+ A%+ ... + A%

Barem
2_(1 4\ . pA3_(1 6
a) Calculul A -(0 1) si A -(0 1). ................................................................. 2p
1 2n
b) Demonstare prin inductie sau binomul lui Newton A"= | | .., 3p
0 1
. 2024 2024 * 2025
CalIIsmeA+A2+A3+...+A2024:( ) ......................... 2
iut sumet 0 2024 P
PROBLEMA 4.
Calculati limitele:
. 2X 32y,
a) lim=——->f?——;
. sin(4—x2),
b) }cl—>2 x2—=3x+2"'
C) lim x\/xz—ix+7 —2;
X——00 2x°“=9
Barem
R v A AT . e MR T o RPN | ¢ o
Q) I =l = IG5 T I imeSes 2
FINALIZAIE ...ttt st e et e s e be e b e aeenteenenreas 1p
. sin(4—x2)_ 4. sin[(2—x)(2+x)] _
b) lim === lim DD 4 2p
4 7 2
L oxyxZ—4x+7 -2 _ . —x (\]1_;+x_2+x_2>
c) lim =————== lim e e aeeeeans Ip
X—>—00 2x“=9 X——00 x2 2_x_2)

FINAIIZAIE .o s 1p



CONCURSUL DE MATEMATICA APLICATA ,,ADOLF HAIMOVICI”

ETAPA LOCALA, 10-02-2024
Clasa a Xll-a

PROBLEMA 1.

Pe multimea G = (1; +0) se considera legea de compozitie

xoy=+/x2y2 —x2 —y2 +2
a) Sa se arate ca (G, o) este grup abelian;

b) Sa se determine a, b € R pentru care functia

f:(0; +) - G, f(x) = Vax + b este izomorfism intre grupurile ((0; +), . )si (G, °)

2) (G, ) grup @DEHAN ..o 3p;

b) Din egalitatea f(x.y) = f(x) o f(y)

=> . axy+b = \/(ax+b)(ay+b)—(ax+b)—(ay+b)+2 ............ 1p;

=>axy+b= a’xy+x(ab—a)+y(ab—a)+b?>—2b+2 ...c......... 1p;

obtinem a? = a,ab—a =0si b = b*> —2b + 2

EUNAE @ = 1,0 = 1 oot 1p;

=> functia f(X) = VX F 1 i



PROBLEMA 2.

Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa
xoy=2024xy — 2024x — 2024y + 2025, Vx,y € R

non

a) Determinati numerele reale egale cu simetricele lor in raport cu legea

. 1 2 3 2025
b) Calculati A = ° ° °..°
’ 2024 2024 2024 2024
Solutie:
.. 2025
a) Elementul neutru al legii este e = TOg 1p;

Conditia x = x' revine 2024 (x —1)2 + 1 =e,

1

AdICA X — 1| = o e ———— 2p;
2024
) . 2023 . 2025
Obtinem solutiile X; = ——=S1 X5 = —— i i 1p;
’ ’ 2024 ° 2024

b) Deoarece x oy = 2024 (x — 1)(y — 1) + 1, rezulta ca

xol=1T1o0x =1, pentru orice X real .........ccccccervvrririrriierese e 1p;

5 2024 g o 1 2 2024 2025
Numarul 1 = —— se gaseste in sirul . , ) s ,
2024 ’ g 2024 2024 2024’ 2024

Cum legea data este asociativa deducem ca

A:(;o___o%)or(@):x%w: ............................................. 2p;

2024 2024 2024



PROBLEMA 3.

Fiel, = dx, Vn € N*

0\/—

a) Sa se calculeze ;.
b) Aratati cd (n + 1)1, +4nl,_; = V5

Solutie:

)l = fy o= dx = VAT A3 =VE =2 2p;
b) 41 = fo \/—dx— f xM(VxZ + )dx—x Vx2 + 4|3 -

— [ XTTIVIZ £ 4 AX oo e 1p;
Lio1 = V5 =1 [ XV IVXZ F 4 dX oo 2p;

Se obtine
Lnys = V5 — Nlpyq — 41 <=>
M+ Dlyyr + 4L =V5VN 2 2,0 E N o, 2p;

PROBLEMA 4.

O functie f: R—> R de douad ori derivabila verifica f"' (x) = 2f(x)f'(x), oricare ar fi x € R.
Sa se calculeze

f(f’(x))zf(x)dx in functie de f si f'.

Solutie:

Integrand prin parti avem

I=[(F@) FE dx = [ f/() 2 f" (Xt 2p;
= %ff’(x) (f’(x))’dx ......................................................... 2p;
= ~f'Cf ) =S [0 f'()dx =~ (f' () =1 ......2;



