CONCURSUL NATIONAL DE
MATEMATICA APLICATA “ADOLF HAIMOVICI”
Etapa locala, 1 februarie 2020

BAREM DE CORECTARE - Clasaa IX-a

Subiectul 1
< . 1 4 7 37\ _
Sa se rezolve ecuatia: (3x + 5) + (3x + 5) + (3x + 5) + 4 (3x + ?) =121,(3).
Barem
Se observa ca termenii sunt in progresie aritmetica avand r=1. (1p)
Aflarea numarului de termeni n=13. (2p)

38
247

Sn=39x+§-13=39x+7(2p)

x=1(2p)

Subiectul 2

a) Demonstrati ca pentru orice numar natural n, numarul 7" —1 se divide cu 6.
b) Gasiti numerele naturale n pentru care 2™ —1 se divide cu 7.

Barem

a) Inductia matematica (4p)
b) Deoarece 2%¥3 —1=8.2%-1=7.2% +(2%-1), avem P(k)=P(k+3) (2p)
Cum P(0) adevarata si P(1), P(2) false, deducem ca n€ {0, 3,6, ..., 3k, ...} (1p)



CONCURSUL NATIONAL DE
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BAREM DE CORECTARE - Clasaa IX-a

Subiectul 3

. . 9 . .. . .. .oa -~ .
Fie a si b doud numere reale si pozitive. Valorile expresiilor a + b, a—b, ab si —~ asezatein ordine

< 1 3 4 7 . . o .
crescatoare sunt -, —, =, Z.Aﬂap valorile numerelor reale si pozitive a si b.

Barem

. . .. . . - . a
Deoarece din cele patru valori date, nu avem nici unul negativ, consideram: a > b, deci > >1

a 4 a 7

Astfel avem S =5 sau =< (2p)
Daca =2 atunci atb _ 7 . Din fractiile din enunt doar ~:~=7 deci, a+ b= Z,

b 3 a-b ; i 47 4 4
adicd a=1,b=-. 2p)
Daca % = Z atunci % = % . Dar % nu face parte din fractiile date in enuntul problemei.
(2p)
Deci solutia unica a problemei estea =1, b = ; : (1p)
Subiectul 4

Pe latura (AB) si diagonala (AC) ale paralelogramului ABCD se iau punctele M, respectiv N, astfel Incat

AM = %E s AN = %R . Aratati cd punctele M, N, D sunt coliniare.
Barem
MN = MA+ 4N = — < 4B + ~4C = — ~AB +~ (4D + DC) = —~ 4B + ~ 4D + ~4F =
B -5 6 5 6 -5 6 6~

= - %A—B) + %E = %(— %ﬁ + E) = %W (pentru fiecare egalitate obtinuta se acordd un punct)

Din relatia MN = %W rezultd ca punctele M, N si D sunt coliniare. (1p)



CONCURSUL NATIONAL DE
MATEMATICA APLICATA “ADOLF HAIMOVICI”
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BAREM DE CORECTARE - Clasaa X-a

Subiectul 1

Fie zeC\{—1} cu |z|] = 1. Demonstrati ca exista aeR astfel Incat z = 1+al

—ai’

Barem

7 = 1+ai = q = z-1 (2p)

1-ai i(z+1)
_ z—1
a= —i(z+1) (1p)
z-Z=zI =1= 2z =~ (1p)
1
a=——="1 (1p)

—iG+1)  i(z+D)
a=a=aeR (2p)
Subiectul 2

Se considera expresia E (X) =log, , (3+ X) )
a) Determinati multimea D pe care este definita expresia E (X)
b) Aratati cd E(a)E (—a) =1VaeD

¢) Calculati E (J§ ) .

Barem
3—x>0

a) conditii {3 —x # 1 (1p)
3+x>0

Rezultd D=(-3,3) — {2} (1p)

b)E(a)E(-a)=logz_o(3 + a) - logz,a(3 — a) (1p)
aducem la aceeasi baza si obtinem rezultatul 1 (1p)

) E(VB) = log,_5(3 +VB) = logy_g ZHDED (2p)

logs_vs (3_1—@=1 (1p)
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BAREM DE CORECTARE - Clasaa X-a

Subiectul 3

. . (2m-1)x-2,x<1
Fie funtia f :R—)R,f(x): .
2X+3,x>1
a) Determinati valorile lui m pentru care functia f este injectiva.
b) Determinati valorile lui m pentru care functia f este surjectiva.
€) Determinati valorile Iui m pentru care functia f este bijectiva.

Barem

a) Conditie 2m-1>0 =>m € (3, o); (1p) £,(1) < F,(1) =>m € (—o0,4] (1p) =>mé€
G 4| ).

b) Conditie 2m-1>0 =>m € (3, ©); (Ip) f,(1) = £,(1) =>m € [4,0) (1p) =>me
[4, ) (1p).

c) Din a sib rezulta ca m=4. (1p).

Subiectul 4

Determinati functia bijectiva f:R - R, f(x) =ax + bcua,b € R si a # 0 a carei inversa este functia
g R->R glx)=2x—-5

Barem

Functia bijectiva f:R —> R, f(x)=ax+b are ca inversa functia g:R—>R g(t) =£t—E , unde
a
aeR™ (5p)

. 1 . 5
Deci a== si b== (2p).
5 2(|0)
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Subiectul 1

Fie functia f: R - R, f(x)=V16x2 + 1 + 4x — 5.

a) Calculati xl_i)r_noo f(x);

b) Cate asimptote admite graficul functiei f?

Barem

a) Suntem in cazul co — oo. Facem o schimbare de variabild, amplificim cu conjugata expresiei si

obtinem: L = im(VI6xZ 1 — 4x — 5)=lim 18 H1160740x25_ )y, —40x-24 g5 (3

— ] — e T
X—00 X—>00 V16x2+1+4x+5 x—00 V16x2+1+4x+5

b) Din a) observam ca dreapta y=-5 este asimptota orizontala spre —oo. (1 p)
Spre oo nu existd asimptota orizontald. Cautam asimptota oblica, de forma y=mx+n.
Obtinem m=8 si n=-5. In concluzie y= 8x-5 este asimptota oblici spre o (2 p)

Deci graficul functiei f admite 2 asimptote. (1 p)

Subiectul 2
0 01
Se considerd matricea A=|{0 2 0|siC(A) ={X e M;(R)|[A-X =X"A}.
300
1 01
a) Sa se arate ¢ matricea B={ 0 1 0 | apartine multimii C(A).
3 1

a 0 c
b) Daca matricea X este din C(A) atunci X estedeforma| 0 b 0.
3 0 a

c) Daca matricea Y apartine multimii C(A) si Y2=0,,atunci Y =0,.
Barem

a) Verifica prin calcul direct cd AB = BA (2p)
b) Obtine X de forma cautata (2p)

¢) Deduce necesitatea ca Y sa fie de forma anterioard (1p)

Calculeaza Y? si finalizare (2p)
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Subiectul 3

I+ X+ X +..+X"—(n+1)

Sa se calculeze lim ,n e N*.

x—1 X—=1
Barem

2 2 2
n_ 0 — — — n_
lim 1+ X+ X" +...+X (n+1)=Iim QA-D+(xX-D+ (X" =D +...+(x 1)= llllllllllllllll 2p)
x—1 X—=1 x—1 X—=1
_ n-1 n-2
jim XD DO+ A DX (2p)
x—1 X—=1
n-1 n-2

lim (x 1)[1+(X+1)+"'+§X X7 4+ D) = Iim1[1+(x+1)+...+(x”’1+x”*2 tot D)= (2p)
X! X_ X—>.
=1+2+ .+n= n(n;l) .................................................... (1p)

Subiectul 4

Fie punctele A(4, 4), B(10, 2). Determinati punctul C situat pe dreapta d: x - 2y + 4 = 0 astfel Tncét aria
triunghiului ABC sa fie 5.

Barem
A 4 4
FieC(a,b)ﬁAABC:%:5,A=lO 2 1=2a+6b-32............. (2p)
a b
=[2a +6b-32| =10 = 2a+6b-32==+10. (1)ecceeeveeeevevrenennennnn.....(2P)
DarCed=a-2b+4=0(2). .cceviiiriiiiriiiiiiiiiiieieeeee, (1p)

Rezolvand sistemele format din relatiile (1) si (2) obtinem
A=0SID=5=C1(6,5) . oot (1p)

R TL T T o .3 3 Y (1p)
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Subiectul 1
1 0 0
Se considera matricea A, = (0 1 0 ], pentru XeR si mul;imeaG:{AJxeR}c M, (R) .
0 x 1
1 0 O
a) Sase verificecil; €G,unde l ; = |0 1 O
0O 0 1
b) Sd se demonstrezecd A - A, = A, ,Vx,y € R.
c) Sa se arate ca (G) este grup comutativ.
Barem
(1 0 0) (1 0 0)
Ap=10 1 0|={0 1 0]=1
001 \o o 1 ~hed 1p
Ay EG
1 0 0 1 0 0 1 0 0
b) Ax-Ay=(O 1 o)-(o 1 0):(0 1 0):
0 x 1 0 y 1 0 x+y 1
= Ay4y, VX, Yy ER 2p
c) Conform punctuluib) A - A, = A,, € G, Vx,y e R = G este parte stabila a lui M{R) n
raport cu 7.

G1) Asociativitatea . Inmultirea matricelor pe multimea G este asociativa deoarece este operatie indusa de

inmultirea matricelor pe M{R).

G2) Comutativitatea: VA, A, € G, A - A, = A - A
A‘ ' A\/ = A<+y!vxiy e R
A’ ’ A< = AX/er = A(+y

Gs) Elementul neutru:

JA =1, € G astfelincat A - A = A - A = A, VA € G= Aelement neutru.
G4) Elementele simetrizabile:

VA € G, JA. € G astfelincat A - A, = A - A =1,

1 0 0 1 0 O
A-A=AA=I,oA . =A,,=Asl0 1 o)=010m'=—x
0 x+x' 1 0 0 1

= A, = A, eGeste simetricul lui A, . 4p

} = ‘. “ comutativa.
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Subiectul 2

e" +Cos X i g(x)= sin x
e* +Cos X +Ssin x e* +cosx+sinx

2

a) Sise calculeze [[f(x) + g(x)]dx si [[f(x) — g(x)]dx.

b) Sa se arate ca functiile f si g admit primitive si sa se calculeze primitivele acestora.
Barem

Se considera functiile f, g: (O, E) — R, definite prin f (X) =

a) Functiile f si g sunt continue , deci si functiile f + g, respectiv f —gsunt tot continue, de unde

rezultacaf, g, f+g, f—g admit primitive pe intervalul (O%j (1p)

j[f(x)+g(x)]dx=j( ercosx | sinx de:jdx:mc

e +cosX+sSinx e*+cosx+sinx

(2p)
e* +cos X sin x e" +cos X +sinx)
I[f(x)—g(x)]dx:j g S _ dx=_[( X . )=
e* +CoSX+SsinX  e*+Cos X+sin X e* +c0s X +sin X (2p)
=In(e* +cos x+sinx)+c
b) Notim cu | =.[ f(x)dx si J= I g(x)dx. In aceste conditii, din a) rezulta
1 « .
L I:E(x+ln(e +cosx+smx))+cl
. = ,unde c;,c, € R. (2p)
I -J =In(e* +cosx+sinx) 1

J :E(x—ln(eX +C0S X +Sin x))+c2
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Subiectul 3

Pe R se defineste legea de compzitie "+"astfel: x*y=ax+by+c,vVx,yeR unde a,b,ceR.

Determinati constantele a, b, ¢ stiind ca (R,*) este grup cu elementul neutru 3.
Barem

X03=30Xx=X,Vx e R (1p). Pentru x=0 obtinem 3b+c =0 si 3a+c=0(2p) = a=>b (1p). Pentru x=1
obtinem a+3p+c=1 =>a=1=b=1 (2p) =>c=-2 (1p).

Subiectul 4

Fie f :(—L oo)—> R, f(X) . Sa se determine a,b,c astfel incat functia F :(—1, oo)—) R,

_15xv/x+1
2

F(x)= (ax2 +bx+Cchx+1 si fie o primitivi a lui f .
Barem

F'(x)= f(x),vx>-1 (1p)

2 /
(2ax+b}\/x+1+ax tbx+c 15« X+1,VX>—1 (2p)
24/x +1 2

(15a —15)x* + (42 +3b —15)x + 2b + ¢ = 0, ¥x > —1. (1p)

5a—-15=0
=<4a+3b-15=0 (1p) = a=3b=Lc=-2.(2p)
2b+c=0
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