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Clasa a IX-a

Problema 1.

Sedifunctia f:R- R, f(x) =(m+ 1)x?-2(m+2) - x+m+2,m=*1.
Sa se determine parametrul real m astfel incat:

a) 12 + x,%2 = x1 * x5, unde x4, x, sunt radicinile ecuatiei f(x) = 0.

b) Graficul functiei sd nu intersecteze axa (Ox).

¢) f = f(x)sa aiba valoarea minima negativa.

SOLUTIE:
x1+x2=2-2—:i . . e
a) maz  TElATIE TUT VICLE.....oiiiiiiiii e 2p
X =
R P T S € i o L I OO I
- (mH2\? . mi2 | m+2 m+2 _
Rezultd 4 (22)" =3 22 5 T2 (4. 202 3) = 05 11 € {=5, —3cmsmoscscmsrsrscsssrr Ip
b) Este suficient ca A = 4(1mM 4 2)2 — 4(1M 4 1) (10 4 2) K 0ottt ee et ee et eee et eaeeeeaeaeas Ip

REZUIA 111 < —2 © 1M € (700, —2) ettt ettt e h et bt e et e st e s et e e st e e abeeabeenbe e bt et e e bt e saeesbeesbaennees Ip

¢) f = f(x) are valoarea minima negativa daca

m+1>0 m+1>0
A = {m+2 D MLE (7 1,00) et It
—_— —>0
4(m+1) m+1

Problema 2.
Fie ABCDEF un hexagon regulat avand latura de lungimel > 0.

Determinati lungimea vectorului AB + AC + AD + AE + 4F,in functie de [.

SOLUTIE:

Deoarece ABCDEF un hexagon regulat rezultd cd AEDB, AFDC sunt dreptunghiuri.........cocceeeviieenieeeniiinieenieeniee e 2p
Astfel, in AEDB: AE + AB = AD, iar in AFDC: AF A AC = AD eocooooeovooeeeeeeeeeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e eeeeeeseeesese s 2
Din cele doua relatii se obtine:

AB +AC +AD + AE + AF = AD + AD 4 AD = 3AD ccoooeeeoeeeoeeeeeeeoeeeeeeeeeeee s eee e es e s es e 2p

Asadar, marimea ceruté3|ﬁ| I 3 2L S Bl ettt sttt e Ip



Problema 3.

Pe laturile AB, BC, DAsi DCale patrulaterului convex ABCD, se considera punctele M, N, P, Q astfel incat:AM = ZW,
BN = 2NC,DQ = 2QC, AP = 2PD.

Sa se demonstreze ca daca 3 - (ﬁv’ + W) =2 (m’) + ﬁ) + AC, atunci ABCD este paralelogram.

SOLUTIE:
Dinipotezéavemzm=§ﬁ+ﬁ—§ﬁ §iM—Q)=§A_B)+R')—§ﬁ ....................................................................... 2p
Obtinem 3 - (PN +MQ) = AD + 2 DC + 2 BC + AB[1]..ocoeooomeereeveooooceesesesseevoooossssssseeesssssss s sessssssss s 2p

Dar,3 - (W + W) =2-DC+2-BC+AC [2]. Din [1] si [2] obtinem:
AD+2-DC+2-BC+AB=2-DC+ 2-B—C)+A—)C, echivalenti cu AD + +AB =TC,adice'1ABCD este
PATALEIOZIAIN. ¢ttt ettt et ettt e sat e st e e eab e e st b e e bt e e at e e ea bt e e abte e be e e ateeehbe e eatae s beeenbaeenbaeeeas 3p

Problema 4.

Doua corpuri aflate la o distantd de 153 de metri se deplaseazad unul catre celdlalt. Primul corp parcurge 10m/s, iar al
doilea parcurge Tn prima secunda 3m si in fiecare secunda urmatoare cu Sm mai mult decat in secunda precedenta. Dupa
cate secunde se intalnesc cele doud corpuri?

SOLUTIE:
Notam cu A4 si B cele doud corpuri, cuAB distanta initiald dintre ele, v, ,viteza corpului 4 si cu vg, viteza corpului B
............................................................................................................................................................................................. Ip
Avemv, = 10m/s, iar corpul Bparcurge: 3 metri In prima secunda, (3 + 5) metri in a doua secunda, (3 + 5 + 5) metri
in a treia secunda,... $i [3 + 5(n — 1)] metri T @ 71-2 SECUNAA .....c..eiuiiiiiiiiiiiie et Ip
Notam cu n numarul de secunde dupa care se intalnesc cele doua corpuri.
Cum AB =153 metri = 10n+ 3+ (3+5)+ (B3 +54+5)+ 4+ [3+5(n—1)] =153 .o, Ip
Obtinem 107+ Y [345(k =1 Z153 oo Ip
k=1
REZUIA 10743145 D k=50 =81+ 5D Kk oo 1p
k=1 k=1
n(n+1) )

BN+5———L=1I5351" + 211 =300 =0 .ceeiiiiiiiiiiiiiiiiii et e e e e e e e e e e e Ip
" _ —21++46561 -21+381 - n, =—10,2 (nu convine) |

- 0 0 hom(solufie) p

Notd: Orice alta rezolvare corecta va fi punctata conform baremului.
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Clasa a X-a

Problema 1.
a) Sa se rezolve, in R, ecuatia: \/x +24+2vx+1+ \/x +2-2Vx+1=2.

6—5X

b) Sa se rezolve, inRR, inecua‘[ia:(z)‘r’x+2 < 2—5.

7 \5 4
SOLUTIE:
2) Conditie de XISTENTA: X = —L...iiiiiiiiiiiiie ettt ettt et ettt sh e bt st b e st st b ettt e e eaeeteeas 0.5p
Ecuatia devine \/(\/x +1+ 1)2 + \/(\/x +1-— 1)2 T e et ettt st e Ip
ReZUIA: VX F 14 1+ [V T = 1] = 2ttt 1p

vx+1—-1, x=0
Vx+1-1| = ettt ettt ettt a ettt e he et e ete et et et e st e st bt beebenbenteneas 0.5
| | 1—-+vx+1, x€[-10) P
Dacax = 0,ecuatiadevine VX + 1+ 1+ VX F+ 1 =1 =2 2 X = 0urrrriiriiieieeeeeee et Ip
Dacéd x € [—1,0), ecuatiadevine Vvx + 1+ 1 + 1 —vx + 1 = 2(identitate) = x € [—1,0)
ASAAT, X € [ 1,0 ..ttt et et h et e he e h bttt et e e a bt e bt e bt et e e e bt e bt e nteehteebbe et saeeentes Ip
6—5X
2\sx+z _ 25 _ (5\ % __ 6-5x 2
b)(g) sz—(g) = T > 2 UK # — L Ip
6—5x x+2 2
2> -25">0>x€(-w,-2]U (—E,oo) ....................................................................................................... Ip
Problema 2.
1

a) Calculati: A= ! +

+..+ ,unde a,xe (0,0)\{1},ne N".
log ,x log ,x log ,x

b) Notam ¢ =1log, 3. Dacdu =log, 18si v =log,, 54, sa se demonstreze cdu-v+5u—v)=1.

SOLUTIE:
2 n I’l(n+1)
a) A=log a+log a” +..+log a"=(1+2+3...+n)log a= O, @ e 3p
2
D) m e ) oottt Ip
log,(27-3) 2+t
3
v—lOgZ(2 3l oo e see s e e eee e e e Ip

T log,(2°-3) 341



2
u~v+5(u—v)=w+5~ 1420 1+30 =t2+5t+6=1 .......................................................................................... 2p
2+1)(3B+1) 24+t 3+t 1"+5t+6
Problema 3.
Fie ae (0,00)\{1},be (0,00) si ce[0,00)astfel incat log, (bx+c)=blog, x+c, (V) x& (0,00).
a) Sa se demonstreze ca log, (ab+c)=b+c.
b) Sa se demonstreze ca log, (2+ c} =c—b.
a

¢) Sa se determine numerele a, b, ¢ care satisfac egalitatea din enunt, (V)xe (0,).
SOLUTIE:
a) In egalitatea data punem x=a = 10Z,(AD ) T D+ Cveeiiiiiiiii e Ip
b) In egalitatea data punem x = ! = log, Eé + C] S0 Dl e Ip

a a
¢) Pentru x =1=log, (b + ¢) = c. Adunam relatiile de la a) si b) si obtinem:
log, (ab+c)+log, £2+0]=20=210ga(b+c). ....................................................................................................................... Ip

a
< b 2
AN N ] | R e e € e eSO Ip
a
Ob‘ginemabc+£=2bcl:b¢0:>c'(a—l)z=0 ..................................................................................................................... Ip
a
Cuma#1=c=0.DIN 102, D=0 =D =1 ueciiiiiiiiiiceeeee ettt et Ip
ae€ (0,00) \ {1}, arbitrar
ASAAAT, SO =1 e et et te ettt ettt et e e e abee e tee e bt e e nte ettt e eatee e beeenbeeetteenheeenteennbeeenneenn Ip
c=0

Problema 4.

Unui angajat al unei firme de vanzari autoturisme 1 se acorda, pe 1anga salariul de baza de 400 RON/lund si un comision
din vanzari dupa cum urmeaza: daca reuseste sa vanda cel putin 20 de masini 1n acea luna, i se da un comision de 300
RON pentru fiecare masind vanduta, iar pentru ceea ce depaseste 20 de masini vandute i se da un comision de 400 RON
pentru fiecare masina vanduta.

a) Determinati functia pe baza careia i se calculeaza salariul vanzatorului.

b) Cat primeste el intr-o lund pentru 10 masini vandute?

c¢) Cate masini trebuie sa vanda intr-o lund pentru a castiga 10000 RON 1n acea luna?

SOLUTIE:
300n,dacan <20 .. - C A
a) f(n)=400+ ,n fiind numarul masini VANULE .........coovveiiiiiniiiiiniiiieec e
6000+ 400(n — 20), daca n>20
3p
b) F(10)=400+300-10=3400 RON ... ..ot ittt e e et ettt et e et e et e e e e e eeeeereeenanaeees Ip
c) Este necesar sa vanda mai mult de 20 de masini pentru ca f(20)=6400 .........couertiitiiimiiniiniinieeeeeeieeneeeenee. 2P
6400 +400(7—20) = 10000 =3 7= 20 1ottt it e e ettt et et e et et e et e ie e Ip

Notd: Orice alta rezolvare corecta va fi punctata conform baremului.
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Problema 1.
In factura pe care o primeste o familie de la S.C.Apavital Iasi se afld urmatoarele informatii:

Servicii Cantitatea Pret/lei/ m’ Cota TVA
Apa rece potabilad 17m° 3,40 9%
Canalizare apd 17m° 2,53 19%

a) Ce sumad i1 revine Societatii Comerciale Apavital Iasi pentru serviciile furnizate?
b) Ce suma pleaca la bugetul de stat?
c¢) Ce procent reprezintd suma ce pleaca la bugetul de stat din suma totald platitd de familie?

SOLUTIE:

a) Societdtil 11 revINe SUMA FATA TVA ....ooiiiiiiii ittt ettt e ea e et e bt e et e e sb e e satee s bt e eabbeebbeesaneenabeenane 2p
17+(3,4042,53) =17-5,93 =100, 81 (I€1)....cvcvurmvriereieeiriinciiieieie sttt sttt ettt Ip
b) La bugetul de stat pleacd 9% - (17-3,40) +19% - (17 2,53) = ..cevveueurierinieireineistierieeieei ettt saeeee 1p
5,204 8,17 = 13,37 (I81) ettt ettt ettt ettt sttt a et b et e e bt et bbbt naeshe et ebeennes Ip
¢) Suma platitd de familie 100,81413,37 = 114,18 (I€1)...cveruerreriirieieieeie ettt s sa e Ip
13,37 114,18 - TOO Z 11,70 ettt ettt bt bt et bt h et s bt et e ebe bt e b e et e e bt e s b e sbe et e nbesbeeneenbeas Ip
Problema 2.

In tabelul de mai jos este prezentata distributia elevilor dintr-o scoald generala dupa inaltime.

Indltimea(cm) | [150,154) | [154,158) | [158,162) | [162,166) | [166,170) | [170,174]
Numar de elevi 38 65 175 190 111 62

a) Demonstrati ca |M ,—M e| <0,3cm (M, = dominanta, M ,=mediana ).

b) Care dintre caracteristicile M, , M ,este reprezentativa pentru populatia statisticd din aceasta scoala?

c¢) Cati elevi au 1ndltimea cuprinsa in intervalul [? + ‘? -M,

, Y—l_‘Y_M”H (X = inaltimea medie )?

SOLUTIE:

a) [162,166) este clasa modala, iar

M, =1+ A r-162+ 190175 (166 =162) = 162,63 CIM.covvoeeis e Ip
A +A, (190—175)+(190—111)

M, :1+£(CM —Nl.1):162+%-[321—(38+65+175)]5162,90 M oo 1p
n.

l



unde [ este limita inferioard a clasei modale, k este amplitudinea clasei modale, A,si A, sunt valorile absolute ale
diferentelor dintre frecventa clasei modale si aceea a clasei anterioare ei, respectiv clasei urmatoare, C,, este cota

medianei, iar N, este frecventa absolutd cumulata crescatoare panad la clasa mediana.

[ M, = M |2 0,27 < 0,3 0MLeeriiiiceeiic i eess et 1p

b) X = 38:152+65-156+175-160+190-164 +111-168+62-172 Z162,85CM oot Ip
641

M , este reprezentativa deoarece este mai apropiatd de X ..o Ip

) | X +[X =M, X +[X =M, | [=[162,90163,07] oo Ip

Partea intreagd a numarului (163,07 -162,90) :% ESEE S (ELEVI) ceveveeeeeeeee oot Ip

Problema 3.
) n . n*=3n+4 e . P
a) Fie G un graf cu nvarfuri (n>3) si T muchii. Sa se demonstreze cd G nu are varfuri izolate.

b) Un grup format din 15 elevi joacd 92 partide de sah. Stiind ca orice pereche de elevi joacad cel mult o partida, sa se
demonstreze ca fiecare elev joaca cel putin o partida de sah.

SOLUTIE:
o . n o - . .. 2 (n—2)(n—1)
a) Daca existd un varf izolat, numarul maxim de muchii este C, | = f .......................................................... 2p
-2)(n-1 2
(n )(n ) < e Ip
2 2
FINALIZATE. ...t ettt et et e a e ettt et e eh et et b e et e b e eae Ip
b) Asociem un graf cu 15 VArfuri $1 92 MUCKIL......coooiiiiiiiiii ettt e Ip
Daca exista un varf izolat, numarul maxim de muchii este C124 = % 0102 - Ip
FINALIZATE. ...t ettt ettt e et e e e ae e et e e e s beeeabee e st e enteeeabeesasee e bt e ensteenbeeenteeenbeeenbeeennteenneeents Ip

Problema 4.
Este cunoscut rezultatul: “ Pentru orice graf conex planar G =(X,U ) cu mai mult de trei varfuri avem urmitoarea

inegalitate |U |S3|X |—6”. Sa se demonstreze ca orice graf complet cu |X |25 , nu este planar (|X |este cardinalul

multimii X ) .

SOLUTIE:
Demonstrdm ca |U | > 3|X | —6 este adevarata pentru orice graf complet cu |X | S e 3p

Notam |X|:n.

-1)-
|U|>3|X|—6<:>Cj>3n—6@%>3n—6 ............................................................................................................ 2p
-1)-
u>3n—6(:)(n—3)(n—4)>0 ............................................................................................................................. Ip

FINALIZATE. ...ttt ettt et e et e e s ae e e st e e e s teeeabee e st e enteeesbeesaseeenbeeensteeabeeeneeeenbeeenteeennteenneeents Ip
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Clasa a XII-a

Problema 1.
a b ¢

Fie matricele A=|c a b|si B=

- o O

1 0
0 1]1,a,b, cnumere reale.
b ¢ a 0 0
a) Calculati B’si B°.
b) Calculati B*"®.
¢) Demonstraticd A=a-1,+b-B+c-B”.

SOLUTIE:
0 0 1
Q) B? ={ 1 0 0| oottt ettt ettt ettt ettt e et e st st a et enene e eneean Ip
010
1 0 0
BY =100 1 0[S L5 ettt ettt ettt Ip
0 0 1
b) Observam cd B> =1,; B*"' = B; B = B, pentru k NUMAT NATUTAL .......c.oouruiiierieeieeireeeeee e 2p
0 0 1
2018 =3-67242 =5 B B = B2 = 1 0 0| teeeeeee oottt e ettt e et e et e Ip
01 0
C) CAICUL ITECL. ..ottt ettt ettt e eb e sae e et eea bt e ettt e e st e e st e e sabee st b e e bt e ennte e s beeeabeesabeesasaeensneas 2p
Problema 2.

Fie punctele A(1, 3), B(2, -1), C(-2, 2), D(a, 3a-2), unde a este un numar real.
a) Calculati aria triunghiului ABC.
b) Pentru ce valori ale numarului real a, punctele A, B, D sunt coliniare?



SOLUTIE:
| T N O T

a) Aria triunghiului ABC este %|A ,unde A=|x, X, xo|=[1 2 =2I==13 e 2p
Ya Ys Ye| B -1 2
Aria triunghiului ABC este g ......................................................................................................................................... Ip
1 1 1
b) A, B, Dcoliniare < [X, X X[ =0 oo e e 2p
Ya Ys Yp
1 1 1
Obtinem |I 2 a :0(:)7a—9:0(:)a:%. ....................................................................................................... 2p
3 -1 3a-2
Problema 3.

+1 x*-1
Fie x un numar real si matricea A(x) = (X o . ) .
x —
a) Demonstrati ca (A(x))2 =2x- A(x), pentru orice x numar real.
b) Aflati numarul real x astfel incat (A(x))" +(A(x))’ = 0,.

¢) Demonstrati cd nu existd matrice X de ordinul 2 cu elementele numere reale astfel incat X > = A(0).

SOLUTIE:
2 D) 2x(x* -1
a) (A(x))2 =A(x) - A(x)= Matl) 2x(x =2x-A(x), pentru orice X NUMAr real. ........cceeveervierrceienieeeieerieenns 2p
2x 2x(x—1)
b) Obtinem: ((A(x)’ ] = (2x- A(x))* = 4x* -(A(x))’ =8x* - A(x) si ecuatia devine (8x° +2x)- AX) = Oy cooevveerve Ip
Evident A(x) # O, =S 8XT H2X =0 2X(AX7 1) =0 =0 X =01 oo Ip

1 . a b . 2 2
c) A0) = { _1 . Notam X = 4 .Evident X*- X=X -X".
c

Daci presupunem ci X 2 = A(0), atunci A(0)- X = X - A(0) ovuoveeereeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e Ip
b=-c
. a+b —-a->b a—-c b-d —a-b=b-d a b
Obtinem: = = =>c=-b;d=a+2b=>X=| = | Ip
c+d —-c—-d a-c b-d c+d=a-c —-b a+2b
—c—d=b—-d
a’-b’> =1

1 -1
Din X° = (1 J obtinem sistemul {2ab +2b> = —1
a’® +4ab +3b* =-1

Scizand ultimele doud ecuatii membru cu membru, obtinem (a +5)* =0 = a = —b si inlocuind in prima ecuatie obtinem
L B 1 £ OO OO OO OO OSSR PIRPO Ip



Problema 4.

Numim cod o matrice A de ordin 3 care are trei elemente egale cu 1, iar restul egale cu 0. Daca, in plus, det A # 0, codul
se numeste supercod.

a) Dati exemplu de un cod si un exemplu de supercod.

b) Dacd A este un supercod, aratati ca pe fiecare linie si pe fiecare coloand exista un singur 1.

c¢) Care este numarul codurilor pe care le putem forma?

SOLUTIE:
1 00
A) EXEMPIU A€ COA: | 10 0 | ittt ettt et et e et e et e e s ab e e satee e st e ensaeesteesnneeanbeeenseeensseenaseennseans Ip
1 00
1 00
EXemplu de SUPETCOA: | O 1 0| oeieiiiiiiieie ettt ettt ettt et e et e sttt et e e s abe e satee s bt e ensaeensbeesnseesabeesnseesasseennseennns Ip
0 0 1
b) Fie A supercod, atunci pe fiecare linie (coloand) exista cel putin un 1 (in caz contrar, o linie (coloand) contine numai
zerouri, deci det A = 0). b e R L S s s Ip
Dar matricea are trei elemente egale cu 1. In concluzie, pe fiecare linie si pe fiecare coloand existd un singur 1. ........... Ip
c¢) Trebuie completate 9 locuri cu trei de 1 $1.5aS€ de 0. ..o..eeuiiiiiiiiiiiiiiiiiie e e Ip

Trebuie alese trei locuri dintre 9 locuri si completate cu 1. Sunt Cy =84 COULL. ...vuvvrvierieeiiieiieieeiseieieeie e 2p



