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Problema 1.
Suma a trei numere este 100.5tiind cd primul numar este 40% din al doilea iar al treilea numar este 150% din primul
numadr, determinati cele trei numere.

SOLUTIE:

. . ) . 2 3
Daca a,b,c sunt cele trei numere, atunci putem scrie:a+b+c¢=100,a = gb, c= gb ..................................................... 2p

Ob‘;lne%+b+3—5b:100 2p

Finalizare b =50, @ =20, € =30 .. .u i e et stte e e s e veeneeesee e O

Problema 2.
a) Fie D mijlocul laturii [BC] a triunghiului ABC . Sa se demonstreze ci AD :ABLzAC.

b) Folosind, eventual, punctul anterior, sd se demonstreze cd EZ+5§+55:(), unde G este centrul de greutate a
triunghiului ABC.

SOLUTIE:

a)

AD =AB+ BD

ettt eeeeeeteeeeeeeetureeeeetuu———eeettau——.ttetta————etat————tttta————ttta———tttaa————tttan—...——ttan————ottun—.tettra—.ttetraaaeettannanaes Ip
{AD:AC+CD

Rezulta: 2~E=E+R+(E+C—D):>E=ABL2AC .................................................................................................... 21
SAU

Daci A" este simetricul punctului A fatd de punctul D, atunci conform regulii paralelogramului
AA S ABAAC ..o 2D
A4 AB+AC

ObtineXﬁ = 5 . Ap
b) Deoarece G este centrul de greutate al AABC , rezultd ca GA = —%E = —%(ﬁ + R‘) e ———— 2p

_— — - —— -



Problema 3.
Pe dreapta (d)se iau in ordine punctele M, M, M,,...,. M, astfel incat MM, =1cm, M M, =3cm, M,M, =3’ cm, etc.
(fiecare segment este de trei ori mai mare decat segmentul dinaintea lui ).Sa se determine lungimea segmentului

MM2018 )

n°’

SOLUTIE:
Obtine M,M, =3"cm,.... M, M s =3 cm........c.......... e e saesienes s 2D
Obtine MM ,,,, = MM, + M M, +.. +M2017M2018—1+3+32+ +32°18 e sesnee e 2D
32019_1
FlnallzareMM2018=Tcm3p
Problema 4.
bog V21 BND AN i
V2 J6 Ji2 (n+1)
2

a) Demonstrati cd a; =—

. 1
b) Demonstrati ca a, >1——=.

Jn

c¢) Determinati n <15 astfel incat a, € Q.

SOLUTIE:
wa-Y2ol B3-N2 VA3 o-V8 o 1 12 %
SJ_ f V12 V72 N2 N2 3T B o 3 3T '
b) a, =1- + +1 ! —1—L Ip
1 1
Deoarecex/;<\/n+l rezultd cd —— deci — Sla,>l——= ... 2
FH f Tl f Jn b

eQeVn+le N ntleste patrat Perfect.......ooovvveiiiiiiiiiiiiiii i ceceieeeeeereesieeseeee e P

c)a =1- !
" vn+1

Deoarece n <15, ne N',n+1=patrat perfect, rezultd ¢ 1€ {3,8,15) ...oeeiiiiiiiiiiiiiiiiiii e eenneneeesesenne e 1D

Notd. Orice alti rezolvare corectd va fi punctatd conform baremului.
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Problema 1.
a) Verificati egalitateaz- z = zI°, (V) ze C.

b) Determinai k >0 astfel incat |z, —z, P +1z,+z, P=k(1z, P +1z, ), (V)z.2,€C.

c)Daca z;,z,€ C astfel incat 1z, =1, 1z, =1 si |z, + z, |I= /3, sa se determine | =2, 1.

SOLUTIE:
a)Daciz=a+b-i,atunci z=a—b-i,lzI=\a’>+b* si se obtine imediat ca (a+bi)(a—bi)=a*>+b>......corrcevenene..n. 2p
b) Obtine lz,—2z, |2:(Zl _ZZ)(ZI _Zz)zl 4P -55,-55+1z, P
silz +z, |2:(Z1 +Z2)(Z_1+Z_2) =l z i +Z1Z_2+Z2Z_1+I 2, I -2p
Finalizare 1z, —z, " +1z,+2, P=2(1z, P +12, ), deci k=2..........ccociiiiiiiiiiiiii e 1P
¢) Folosind relatia anterioard obtinel z, —z, P 43 =4 =517, — 2 1= 1..ceiiiiiiiiiiiiii e 2D
Problema 2.
Pentrux>1,notimcu S, (x)=x"+x7+..4+x", neN".
a) Calculati (1-x)-S, (x).
b) Deducetix™ + x> +...+x" :x—_l,(‘v’)x >1.
x"(x-1)
c¢) Folosind, eventual, punctul anterior, sa se demonstreze ca \/5 . {‘/5 \8/5 A3 <3, (‘v’)n >1.
SOLUTIE:
. 1 1 1 1
a) Obtine (1—x)-S, (x)=(1-x)| =+ .+ — |=— =1 2D
X X X X
. . . - l—x” -1 =) —n x” _1
b) Din relaia anterioard deduce S, (x)=—————& x " +x 4.+ x " =——— (V)x>1.cooiiiiiiicincicceee 2P
x" (l—x) x" (x—l)
1 : 11 in 110
c) Folosind Y3=3 obi;ine*/g‘3/5‘%/5'---'2‘/5:32'34'---'32 =322 Y e 1D

1 1 1 2"-1
Din relatia de la pct. b) se obtine —+—+...+—= e e
t p ) t 2 22 211 211 p




2" -1

n

<I= VB3B3 RB<3, (V)R21 i 1D

Finalizare. Deoarece

Problema 3.

Avem la dispozitie un numar nelimitat de jetoane pe care sunt scrise numerele 5, 7 sau 11. Un numar n € N* se numeste
,horocos” daca gasim un numar de jetoane astfel incat suma numerelor scrise pe ele sa fie egal cu n.

a) Demonstrati ca numdrul 13 nu este ,,norocos”.

b) Demonstrati ca numerele: 14, 15, 16 si 18 sunt ,,norocoase”.

c) Demonstrati ca orice numar natural n > 14 este ,,norocos”.

SOLUTIE:

a) Fie x, y, z numarul jetoanelor pe care sunt scrise numerele 5, 7, 1espective 11.......coocuirviiiiniiiiiieiniieeieeeeeee e Ip
5x+ 7y + 11z # 13,(V)x,y,Zz € N = 130U €Ste NUMAT ,,I0T0C0OS . .....ccverieieierierierietietesteteseseeereeseeseesessessessessesseseenas Ip
b)14=2-7;15=3:5,;16=1-5+1-11;17=2-54+1-7;18=1-7+1-11.

Rezultd ca numerele 14, 15, 16, 17, 18 SUNt NUIMETE ,,NOTOCOASE” . .eeeeieeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeereeeeeeseseeeeeeeeeaeeaaeeaeseseeeeeeenees 2p

¢)14 — ,norocos”= 19 — ,,norocos”(19 =1-5+2-7)
15 —,,norocos”= 20 — ,,norocos”(20 = 4 - 5)
16 —,,n0rocos”= 21 — ,,N0T0COS” (21 = 3 - 7) e aeaan 2p
17 — ,norocos”= 22 — ,norocos”’(22=3-5+1:7)
18 — ,,norocos”= 23 — ,norocos”’(23=1-5+1-7+1-11)
Asadar, daca n este ,,norocos”, rezulta cd si (n + 5) este ,,norocos”.
Fien = 5a; + 7a, + 11as3,n > 14. Analizadm urmatoarele cazuri:
I.n =5k = a; = a, = 0, n este numar ,,norocos’.
I.n=5%+1=a,=0,a; =1,iarn = 5a; + 11 = 5k + 1 = n este numar ,,norocos”.
Ml.n=5%+2=a,=1a3 =0,iarn = 5a; + 7 = 5k + 2 = n estenumar ,,norocos”.
IV.n=5k+3=>a, =a; =1,iarn = 5a; + 18 = 5k + 3 = n este numar ,,norocos”.
V.n=5k+4=>a,=2,a; =0,iarn = 5a; + 14 = 5k + 4 = n este NUMAT ,,NOTOCOS”.......ccrrerrerreerrerrreerreereenneens Ip

Problema 4.
La un concurs de atletism participa liceele A, B, C, fiecare liceu cu cate 3 elevi. Punctajul final al fiecarui liceu se

calculeazi adunand punctele obtinute de elevii liceului respectiv. Elevul sosit pe locul k(k = 1,9) i se acorda % puncte.

Juriul concursului a constatat urméatoarele conditii indeplinite simultan:

i. Oricare doi elevi nu au sosit Tn acelasi timp.

ii. Primele trei locuri au fost ocupate de elevi de la licee diferite.

iii. Elevii liceului C au sosit unul dupa altul.

1v. Fiecare elev de la liceul B avea chiar in fata sa un elev de la liceul A.

Care este clasamentul final al celor trei licee in functie de punctajul obtinut de fiecare dintre ele?

SOLUTIE:
Din ii) si iii), rezultd ca elevii liceului C au ocupat locurile 3, 4 $1 5.....cooiiiiiiiiniiniiieiiee e Ip
Elevii vor fi distribuiti dupa tabelul
Locul 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Elev de liceul A B C C C A B A B
............................................................................................................................................................................................. Ip
Din 1i) si 1v) rezulta ca locul 1 va fi ocupat de un elev de la liceul A, iar locul 2 va fi ocupat de un elev de la liceul
B ettt et et a e bbb b b e e e bbb st b e e Ip
Din iv), rezultad ca locurile 6 si 8 au fost ocupate de elevi de la liceul A, iar locurile 7 s1 9 au fost ocupate de elevi de la
JICEUL B ..ttt ettt e ettt e st e e et e e bt e e bt e e n b e e et eeeabte et e e e nte e b beeeateeeabee et eeebeeeanteebaeeanteennteens Ip
Liceul A: 10 + % + % = % Z 02,9 PUNCEE oot s sttt ettt et sbe e Ip
Liceul B: 2+ 204 10 - 250 ~ 7,5 PUNCEE  covvieiieeiieeiie et et te ettt e ste et e e e steeste e seesaeesssenseesaseesseensesnsaesseenseensaenseenseenseens Ip

2 7 9 126

Liceul C: % + % + % vl At 111 L1 T (USRS SPR Ip
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Problema 1.

2 X
2) Calculati [ =lim| S 72242 |
x| X7 +5x+3

b) Determinati m,n e R astfel incat lim(\/sz 4 X433 +x45 —mx—n) =0.

X—>00

SOLUTIE:

a) Suntem in cazul de nedeterminare (exceptie) 17.

X +2x+9

I=lim| 1+ 22207 :lim(l+2_3x—+6j ................................................................................... Ip
X0 X +5x+3 e X +5x+3
327 +6x
[ 45043 |2 +5543
=3x+6 | 36 1
[=lim||14+——— e 1
x>0 ( x> +5x+3 e P

b) hmx(\/2+l+%—\/3+1+%—m—£]:0 Ip

X0 X X X X X
. 1 3 1 5 n .. o 8
limx-| ,/24+—+——,[3+—+— —m—— |=0 . Limita este finita daca V2-B=m=0=m=v2-\3 e Ip
X0 X X X X X
Cu m astfel determinat, avem: lim[(\/ 2% +x+3 —JE . x)+(\/§ x—3x+ x+5)—n} =0 e Ip

x+3 x+5
Rezulta: lim - I =0 et Ip
H”(\/2x2+x+3+\/§-x \/§-x+\/3x2+x+5 j
x+3 x+5

lim - =T =0 e et s Ip
x"”(\/2x2+x+3+x/§-x B3ox 432 +x45 j
Obtinemn = 3-V2 Ip




Problema 2.

Fie A=|> ° |e M, (R)

ie A= € .
4 6 ?

a) Calculati A’ si det(A).

a
b) Daca X =[

b
d]e M, (R)si det(X) =0, demonstrati cd X* =(a+d)-X.
c

. . 2018 _
¢) Rezolvati ecuatia X~ = A.

SOLUTIE:

a) A’ = (16 24} .............................................................................................................................. Ip
32 48

QEUCAY Z 0o Ip

b) det(X)=ad —bx=0= ad =bc

¥ = a*+bc ab+bd
T

*+ad ab+bd
(ard)- X =| & oo 1D
ac+cd ad+d
Cum ad =bc= X*=(a+d)- X,
Din X’=(a+d) X=X =a+d) - X; X =(a+d) - X: X =(@HA) "7 - X oo 1p
a-(a+d)*" =2
2 3 b-(a+d)*" =3
Ecua‘giadevine(a+d)2°”-X:( ]:> (a+d) A A =AW e, Ip
4 6 c-(a+d)*" =4
d-(a+d)*" =6
__ 4 1
X—ZOW-A .................................................................................................................................................................... p
Problema 3.
Sa se rezolve ecuatia A(x) =0, unde:
x x* 16

A(x)=|x*+1 x*+1 17|.(Se vor folosi proprietitile determinantilor)
X +x x'+x 20

SOLUTIE:
2 Xt 16
L1,
ACX) = | L L i e Ip
Ly-L, R
X X 4

C,-G
A(x)cfc 1 0 0 | e —— 2p
» x x*=x 4—x
x'=x' 16—x

X —x 4—x

Px-Dx+1) @G-x)4+x)

Alx) = —
) x(x—1) 4—x




x(x+1) 4+x
A(x)=x(x—-1)x—4) 1 L[ Ip
x(x+1) 4+x
Ax)=x(x-1)(x—4) 1 L[ Ip
A =x(x=D(x=4) (2" =4) =0= xe {=2,0,1, 2,4} ..ottt Ip
Problema 4.

Doi prieteni, Cristian si Andrei, mdsoara fiecare distanta de acasa pana la scoala. Distanta masurata de Cristian este egald
cu xkm, iar cea masurata de Andrei este egala cu y km. Stiind ca exisd a,b,c € {1,2,3}, nu neaparat distincte, astfel incat

x+2y=4
sa fie verificat sistemul: Jax+y=35 ,determinati a, b, c si distantele x si y.
cx+3y=b+6
SOLUTIE:
. x+2y=4 x=6 . . . ) 5 .
Dacaa=1= = dar y este o distanta, deci nu poate fi numar negativ....... Ip
x+y=5 y=-1,
. x+2y=4 x=2
Dacia=2= s T P Ip
2x+y=5 y=1
REZUIA 20 3 = D4 O o e e Ip
) b=1 b=3
Obtinem 0 1 T Ip
c=2 c=3
= 6
2y=4 "5
Dacd a=3= rrey D e et e et Ip
3x+y=5 _7
Y 5
Rezultd6¢c =5b+9 (IMPOSIDIL). . ..ot e e ettt e e Ip
a=2 a=2
b=1 b=3
ASAAAr, =2 SaAU C =3 o Ip
x=2 x=1
y=1 y=1

Nota. Orice alta rezolvare corectd va fi punctata conform baremului.
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Problema 1.
o o X' +ax+1;x<1 . o )
Determinati a,be R,astfel incat F:R > R, F(x) = s sa fie o primitiva pentru o functie
X +x —4x+b;x>1

f:R >R, f=f(x).Determinati apoi functia f.

SOLUTIE:

Functia F este o primitiva a functiei f daca si numai daca F este derivabild pe R si F'(x) = f(x),(V)xe R ............ Ip

F este derivabild pe R\{1}.Rezultd cd F este derivabild pe R daca si numai dacd F este derivabildin x, =1 ............ Ip

Ca F sa fie derivabild in x, =1este necesar ca F sa fie continud in x, =1, ceea ce impune ca

lirrllF(x):linllF(x):F(l):>b:a+4 .............................................................................................................................. Ip

x<1 x>1

F este derivabild in x, =1 dac@ F,'(1) = F,; (1) ceerueeiiiiieeee et Ip
2x+a;x<1 ) . .

Cum F'(x) =49 _ ,egalitatea de mai sus conduce la 2+a=1=>a=-1.0btinem b=3 ......cc.ccervrrrrrncnn. Ip
3x +2x—-4;x>1

X —x+1Lx<l1 ' 2x—1;x<1
F)=4, , S () S Ip
X +x —4x+3;x>1 3x"+2x—-4;x>1

2x—1;x<1

Deducemca f(x)=
S {3x2+2x—4;x>1

Problema 2.

arcsin x

x-e
VI-x?

Calculati 1(x) = j dx, xe (-1,1).

SOLUTIE:

arcsin x

f(x) — earcsinx . _ e
T A f'x)=
Integram prin parti, alegand: L X ettt ettt 2p

g =——
-2 |g(0)=—1-¥

.
U
|
=



I(xX)=—1—-x - ™" ¢ .[ear“i“dx ......................................................................................................................................... Ip

. . . o o [f=et | )=
In integrala din membrul al doilea mai integram odata prin parti, alegind: =1 = Tmx? cevveeemrreeneeens 2p
g'(x)=
gx)=x
REZUIEA: T(x) =~V X7 - €5 o X €M — J(0) crrrrereeeeesceeseeeeeeseeeee e e es e s e s s s s e s e sases e es s e nsaneens p

I(x)=%(x—ﬁ)'emm+C ............................................................................................................................................ Ip

Problema 3.

1 0 O
Consideram multimea G =< A(x)e M,(R), A(x) = 2x 1 0
2x%4+3x 2x 1

a) Demonstrati ca A(x)- A(y) = A(x+y).
b) Demonstrati cd (G, -) este grup abelian.
¢) Demonstrati ca grupul (R, +) este izomorf cu grupul (G, -).

d) Calculati (A(x))™" .

SOLUTIE:

a) S€ VErifiCA PIIN CAICUL ITECT......iieiiiiiiiieeiie ittt ettt et e st e et e e s ateeeabee s teeeanaeesabeesateesnseeenneeensseeenneennseennnes Ip

b) Din a) justificd comutativitatea $1 ASOCTALIVILALEA ....evveeruieerieeriieeiiieesieeeeeestteesteesteeeseeesteeessneesseesaseesseessseesnsseessseenns Ip

A(0) = I, este elementul neutru

A7TH(X) = A(=X) €SLE ClEMENTUL STIMELTIC. ... ..veeeveeereeeeeeeeeeeeeeeee et e et eeee e ee e eeeaeeeeee et eeueeeaeeeeeesaeesseeseesaseseseseseseseseaeeeseeeseeeneenseens Ip

C) Definim f 1R —> G, PIIN f/(X) = A(X) wreeetteeieeeite ettt et ettt ettt sat e st e sab e e sttt e sb et e it e e sabeeeabae s bt e esbeesabeesateesbeeenbaeensaeenas Ip

Functia f este bijectiva

Fx+y)=Ax+y)=A(X)-A(Y) = f(x): f(P)=> fIZOMOITISIN..cccutiiiiiiiiie ittt ere e e eev e e e eeree s Ip

1 0 0

d) (A))™" = A(x)- A(X)-...- A(x) = A(2018x) = 4036x T 0 oo 2p

2018 ori 2-2018%-x* +3-2018x 4036x 1

Problema 4.
Fie M o multime nevida si,,*” o lege de compozitie pe M. Spunem ca elementul d € M este ,,destroyer” pentru operatia

o*7 dacd d*x=x*d=d,(V),xe M. Pentru a,be N'\{l} fixate, definim pe R operatia ,*° prin
x#*y=bxy+abx+aby+a’b—a,(¥V)x,ye R.

a) Demonstrati ca operatia,,*” este asociativa si admite element ,.destroyer”.

b) Demonstrati ca E = (-2018a) * (=2017a) *...* (—a) *0*a*...% (2017a) * (2018a) < 0.

SOLUTIE:

a) (xxy)kz=x%(y*2) =D XYz +ab> (XY + X2+ Y2) + @D (X 4+ Y HF 2)F A'D7 = eeoeeeieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 2p
dsx=d,(V)x€R=bx(a+d)+abd + 07D =G =d,(V)XE R oottt ettt ettt ettt et se s eeeneeneas Ip
Pentrl Xx=0=>(AD —1)(d 4 A) SO0 =0 A = =@ ceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt e e e e e e ee et e e e e e e e e e e e e e e e aaeeeeaaerereeeraraaaaas Ip
VErIfICAre X (—) = =, (W)X E TR ettt e et e et et et ae e et e e e eeeaeeeeeeeeeeeeeseasasssssssssssesesreeeeeeeeaeees Ip
D) ODHNEIMN E =0 < 0 ettt ettt ettt ettt b ettt sbe e e bt e e bt e sht e eh b e e st e e at e ea b e et e e bt eabeenbe et e ebeenbeesbaenaees 2p

Notd. Orice altai rezolvare corectd va fi punctatd conform baremului.



