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Problema 1.
Calculati [V1] + [V2] + [V3] + -+ + [v2018].
SOLUTIE:
Fiek € N*si x € Nastfel incat k2 < x < (k+1)2 2k S VX <k 4+ 12 oo, Ip
S [Va] =k, Vi € {hZ k2 4+ 1, k2 4 2,00 k2 + 2K} oo Ip
Card({k2, k% 4+ 1, k% 4 2, . K2 F 2K}) = 2K F 1 oo Ip
1936 = 44% < 2018 < 452 = 2025 = [Vx]| = 44,Vx € {1936,1937,...,2018} ....osvverrrrrrrerrrircrnnee. Ip
[V1] + [V2] + [V3] + - + [V2018] = 22, k(2k + 1) + 44(2018 — 1936 + 1) cevevvercreerrcrreecrinnane. 1p
= 3 (2k2 4+ k) 43652 = 2 )32 i k2 A iR k4 3652 e Ip
43-44-87 43-44

=2 ———+——+3652 = 54868 + 946 + 3652 = 59466 ....coorrirrr Ip
Problema 2.

Fie functia f: R - R, f(x) = x? + ax — 3a, unde a € R.
a) Demonstrati cd daca x,y € Rsix -y = 3(x + y), atunci (x —3)(y —3) = 9.

- ¢ .

b) Stiind ca radacinile ecuatiei f(x) = 0 sunt doud numere intregi distincte, determinati valorile lui a.

SOLUTIE:

A)X Y =3(XFY) DAY 73X = 3Y =0 ot Ip
(X =3)Y=3)=xY =3Xx =3V F 9 =049 =9 e Ip
b) Fie x4, x, € Z,x; < x5, cele doua radacini ale ecuatiei f(x) = 0.

Se scriu relatiile lui Viete: X1 + Xg = =@, X1 " X3 = =30 eeeevieieieeeieeeeeeete ettt Ip
Se ObSEIrVaA CA X1 * X5 = (X1 & X2) torerieieieieieteretete ettt ettt ettt ettt et b ettt b et teebe s enseneesenneneas Ip
Folosind subpunctul a) se obtine (x; —3)(x; —3) =9.Cumx; —3<x, —3six; —3,x,—3€EZ=>
=2 —3;x,—3)€{(—9;,-1),(1;9)} = (x1;x5) €E{(—=6;2),(4;12)} creorioieiiieeeeeeeeeeee 2p
Prin urmare, @ € {—16; 4} ..ottt ettt ettt et et e et e e enes Ip
Problema 3.

In paralelogramul ABCD se considerd F € [AB],M — mijlocul segmentului [AD], N — mijlocul
segmentului[BC], G —mijlocul segmentului[BM], iar AF = 2FB.
a) Demonstrati ca punctele D, G, F sunt coliniare.

b) Demonstrati ci DG = %ﬁ.



SOLUTIE:

a) T ABAM calculim 2r - 22 G L L o g e 2p
FA DM GB 2 1 1

Conform Teoremei lui Menelaus, punctele F, G, D sunt COIINIATE ............coocveeeviieiniienniieeieeeieeeeee e 2p

D)DE = SDA 4 2DB oo eee e e s e st eees s eeee s Ip

DF = EDM +§DG +§GB = ;DG +§GM +§DG +§GB = EDG S DG ==DF oo 2p

Problema 4.

La ora 6:00, din acelasi depozit A, pleacd doi curieri cétre alte doud depozite B si C, unde distanta de la A
la B este egala cu distanta de la B la C si egala cu distanta de la A la C. Primul curier merge mai Intéi la
depozitul B, cu o viteza constanta x km/h, iar de la depozitul B la depozitul C merge cu o viteza de 3 ori
mai mare. Al doilea curier merge mai intdi la depozitul C, cu o viteza constanta de 30 km/h, iar de la
depozitul C la depozitul B merge cu o viteza constantd de x + 42 km/h. Stiind ca nici unul nu face pauza,
iar ambii ajung la destinatie la ora 9:00, determinati ora aproximativa la care s-au intalnit cei doi curieri
pe traseu.

SOLUTIE:

Notam cu d, distanta dintre oricare doud depozite.
d d

Avemcég+i=—+ , AdICA X = 28 KIM/N oottt 2p
X 3x 30 x+42

Primul curier va ajunge la depozitul B 1a 01a 8:15 .....coooiiiiiiiiiiieceeceeeeeee e Ip

Al doilea curier va ajunge 1a depozitul C 12 0ra 8:006 .......ccceeeiiiiiiriiiiiiiieeie e Ip

Distanta dintre doud localitati €5te 63 KIM .......cocueiiiiiiiiiiiiiieiieeeee e Ip

Notam cu t, ora Intélnirii celor doi curieri. Obtinem ca (t —8 i) -84 + (t — 8%) 70 =63 ............... Ip

Solutia ecuatiei este t = 8.59, adica ora Intalniri celor doi curieri este 8:35 .......ccoviiiiiiniiiniinieieee. Ip

Notd. Orice altd rezolvare corectd va fi punctati conform baremului.
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Problema 1.
Studiind virusul gripal tip B, un cercetator a stabilit cd acesta se raspandeste dupa legea f(1)=1—¢"",
unde f{t) reprezintd procentul din populatie care a venit In contact cu boala, iar ¢ este numarul de

sdaptamani trecute de la semnalarea primului caz. In a cita sdptaméana va fi infectata trei sferturi din
populatie?

SOLUTIE:

Ezl—e”’& =e e 3p
4 4

—0,5t:1n%:t:41n2 ................................................................................................................................ 2p
E=In16 Ine® I L6 e e Ip
TN @ trE1A SAPLAIMATIA .eeuuveeeeniiieeitee et ettt ettt e et ee et e e sabee ettt e ettt e sabteeeabeeeeabeeessbee e sbeeensbeessbeesabbeesaseeesabeeennnes Ip
Problema 2.

Fie numarul @ =3/54+30+/3 +3/54—304/3 .

a) Verificati relatia a’=18a+108

b) Aratati ca ae Q

SOLUTIE:

Q) VeI ICATEA TEIATIET ..euuveeuiieiiieiie ettt et ettt e bt e et e s bt e et esaeeebeesaneebee e 3p
b) @’ —18a—108=0 & (A=6)(A% +O0A4F18) =0 et eeenes 2p
A F6A+I8=(A43) 2 F9> 0 VAE R oottt ettt n e Ip
=0 SOIULIC UNMICA .....evientieiieeiieteet ettt ettt ettt b et e et e bt ea b e eaee bt e st e eaeenbeeaeesseenbeentesaeenseeneesneenseeneenseenee Ip
Problema 3.

Fiex €[10,100], i =1,10.
Sé se arate ca (Igx, +1gx,...+1gx,)(log, 10+log 10+...+log 10) <112,5

SOLUTIE:
X € [10,100] =5 18 2, € [1, 2] ervrevrrsssevrrssseerrsssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss s ssssssssssesssssseseesn 1p



functia £ :[L2] > R, £(1)=1>=3t+2, f() <0 ,decit+% S PO 2p

1g2 42108, TOS3,G=110 e Ip
daca S, =ilgxi siS, =ilogxllO, S, +285,<30,8,+285, 228, -2, o 2p
finalizare 1 ...................... l .......................................................................................................................... Ip
Problema 4.

Se da functiaf: N —C ,f(n)=(

1+i3 )
5 .
a) Aratati ca f este periodica.

b) Calculati (1— £(1))-(1+ £(2))-(1= £3))-...-(1+ £(2018))

SOLUTIE:
1+i3 )
a) 5 S OO O RSOOSR PPRPPPRRPPPROTPO Ip
F(n+6)=f(1n),VNE N> PETIOQICA ...ovvevveiiiieiieiieeiese ettt ettt saesaeeneas 2p
D) Fie fll)=0, @ =—1,0° = 1= 0o Ip
(L= Q) LH A YA =0 )ed(LH Q™) et Ip
> 672 >
(—a -0{-2) (T Q) ettt bttt bttt b et ettt ettt e tatebebebttebabetetenanene
p
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Problema 1.
242x+a, x<l1
Se considera functia f :R —[—1,+), f (x)= X x+a, x<l
X+2, x>1

a) Demonstrati ca a=>0.
b) Pentru a =0, trasati graficul functiei.
c) Aratati ca functia f este continud daca si numai daca este surjectiva.

SOLUTIE:

a) Valoarea minimad a restrictiei functiei la intervalul (—eo,1] este f(—1)=a—1. Aceasta valoare minima
trebuie sa fie cel putin egald cu —1, prin UrMare @ = 0. ...coooeiiiiiiiiiiiiieiieeee e 2p
b) Graficul este format dintr-o semidreapta si o portiune de parabold, care vor fi trasate. ...................... 2p
c¢) Functia f este continud pe R daca si numai dacd este continua in x, =1, conditie care revine la faptul
cd a=0. Pe de alta parte, f este surjectivd daca si numai daca f (—1)=-1, adicd, din nou,a =0. ......... 3p
Problema 2.

11
Se considerd matricea A = (1 1] eM,(C).

a) Determinati matricele X € M, (C) cu proprietatea cd XA = AX .
b) Rezolvati in M, (C) ecuatia X’ =A.

SOLUTIE:
) a b ) a+b a+b) . a+c b+d
a) Fie X = ,a,b,c,de C; atunci XA = si AX = .
c d c+d c+d a+c b+d
Ipoteza XA = AX este indeplinitd daca si numai dacd a=d si b=c, deci matricele cautate sunt cele de
b
forma( J,a,be(C ............................................................................................................................. 2p
a
a
b) Dacid X°=A, atunci XA= X* = AX , prin urmare X este de forma (b j,a,be C
a
OBNEM CA @7 43GD° =1, 307D 4D =1 et 2p

Scazand aceste doua relatii, deducem ca (a —b)3 =0, prin UrmMare @ ==>5 . ....ccccoccueevvueeeriieeniieenieeeieeens Ip



B3

+

III}_EZ'

In concluzie, gasim trei solutii ale ecuatiel MatriCRale. ..........eevveeeriieeiiieeiie et 2p

Atunci =i ,deunde ae {

Problema 3.

1
Determinati ecuatiile asimptotelor la graficul functiei f:R* > R, f (x) =e* X’ +1.

SOLUTIE:
Observam ci li;r(} f(x)=0 si li{% f(x)=4c0, prin urmare dreapta x=0 este asimptotd verticald la
dreapta pentru graficul fUNCLICT f. .....ooiuiiiiiiiiiiiiee ettt et et et e et e s aeee e 2p
Cum lim f(x)=1lim f (x) =+, nu existd asimptote orizontale la graficul functiei f. ......ccccoereerrrunccn. Ip
1 /2 1
Avem ca: limf(x)zli v+l 1+— 1, 1arhm (x)—x)=lim(€xvx2+1_xJ:
X—>o0 X x%oo x—)oo X—o0 X—yo00
1
1 1 L ot —1
=lim| e* (\/ 2 +1 —x)+ x| e*—=1||=lm]| e* + =0+1=1; rezulta ca dreapta de ecuatie
e e Va'+14+x 1
X
y =x+1 este asimptota oblica spre +oo pentru graficul funcfiei f. ......cccovveeiiiiniieeiieecee e 2p
Analog se aratd cd dreapta de ecuatie y =—x—1 este asimptotd oblica spre —eo pentru graficul functiei f.
..................................................................................................................................................................... 2p
Problema 4.
0 11
Matricea A=| 1 0 1| are determinantul egal cu 1.
I 11
a) Schimband intre ele doua dintre elementele lui A, putem obtine o matrice B al carei determinant sa fie
egalcu 07
b) Schimband intre ele doua dintre elementele lui A, putem obtine o matrice C al carei determinant sa fie
egal cu —17?

¢) Schimband intre ele doud dintre elementele lui A, putem obtine o matrice D al carei determinant sa
aiba o alta valoare decat 0, 1 sau —1?

SOLUTIE:

Notam, ca de obicei, cu a; elementul din matricea A situat la intersectia liniei i cu coloana j.

a) Da: schimbam intre ele elementele @, $S1 @,y . .ccooiviiiiiiiiiiiiiii 2p
b) Da: schimbam intre ele elementele @,; SI ds;. .coooooiiiiiiiiiiiiiiiii 2p

¢) Nu: daca cele doua zerouri sunt pe aceeasi linie sau pe aceeasi coloana, determinantul matricei D va fi
egal cu O (vor exista doua linii/coloane identice); daca cele doud zerouri se afld pe linii si coloane diferite,
determinantul matricei D va fi egal cu 1 sau —1 (in dezvoltarea determinantului, trei dintre cele sase
produse vor fi egale cu O, iar celelalte trei vor fi egale cu 1 si nu pot avea toate trei acelasi
IS 111 1) TR USRS PPPPRRRPPPPRRIN 3p
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Clasaa XII -a

Problema 1.

Pe multimea 7Z construim legile de compozitie * si o definite prin: x*y=x+y—3 si
xoy=xy=3x-3y+12,x,ye Z

a) Justificati cd (Z,*,o) este inel comutativ.

b) Rezolvati in Z ecuatia xoxo..ox=2""% 43
’ ’ R
de 2018 ori x

c) Sa se afle a,be Z astfel incat intre inelele (Z,*,0) si (Z,+,-) sd existe un izomorfism de forma
f:Z—)Z,f(x)zax+b.

SOLUTIE:

a) Verificarea axiomelor inelului COMULALIV  ......oiviiiiiiiiiiiie ittt s 3p
D) X0 Y =(X=3)(J=3) 43, V0, YE Z oottt Ip
xoxo...ox:(x—3)2018+3=22°18+3 ....................................................................................................... Ip
\—ﬁ/__J

de 2018 ori x

AFIE X E 1,5} it Ip
¢) a=1si b=-3 sijustificarea izomorfismului Intre (Z,*,0) $i (Z,+,") woererrrrererrerrierenierrinenneens Ip

Problema 2.
Fie M multimea secventelor de 8 litere majuscule din alfabetul latin (care are 26 de litere: A, B, C, ..., Z).
Definim pe Mlegea de compozitie # astfel: dacd x = ALAALAALAL €M si x=y1, 10077, Y. €M,

atunci x#y = ALAALAY Y, Y-

a) Aflati cardinalul multimii M.

b) Calculati (PARAGUAY # COLUMBIA) # BRAZILIA

c) Cercetati daca legea # este comutativa si dacd admite element neutru.

SOLUTIE:

Q) CATAM = 26° ..ottt ettt n e 3p
b) (PARAGUAY # COLUMBIA) # BRAZILIA = PARAGBIA # BRAZILIA = PARAGLIA ............ 2p
c) Legea # nu este comutativa , (de exemplu AAAAAALL # SSSSSSSB = AAAAASSB si

SSSSSSSB # AAAAAALL = SSSSSALL) ettt s e Ip

Evident legea # nu admite element NEULTU .........cccueieeiiieeiiieeriieesieeeeteeerteeeteeeveeeiaeeeaeeeeaneesnseeessbeeenes Ip



Problema 3.

2x

. e 1 )
a) Aratati ca: dx=—arctg|e™ )+C
) ’ Il+e4x 2 g( )
4
(1 +e" )
b) Aflati primitivele functiei f:R - R, f(x)= o
+e
(Nicolae Sanda — Supliment G.M.)
SOLUTIE:
a) Justificarea corectd (de exemplu cu schimbarea de variabildl £ =€) ........cccooeereeveeeeeeeeeeeeeeeeenans 2p
4
(1+€x) 1+4e" +6e” +4e™ +e* e’ ex'(l"‘ezx)
b x)= = =1+6 F A e, 1
) S () 1+e* 1+e* 1+e* 1+e* P
Ildx S X G ettt et ettt ettt et e ete et e eteeateat et et e eteeteeteeteeaeeatent et eteans Ip
ex‘(ezx"'l) 4 et —e" ) i .
4J- ———dx=—f=arctg| ——— |+ C (cu schimbarea de variabild 1 =€") ......ccceeevvevvvvcriecieenne 2p
e +1 \/5 \/5
Finalizare jf (x)dx =x+3arctg (ezx ) +iarctg e-e FC s Ip
V2 V2
Problema 4.
Fie f:R — R si F o primitiva a sa.
Dacd F(x)- f(x)=x,VxeR si F(0)=1saseaflef.
SOLUTIE:
Din F(x)- f(x)=x, Vxe R deduce ca (%FZ (x)j =(%x2j ................................................................. 2p
F’ 2
Py @ J W€ TR oo eeeeeeee e e e s e e s e s en e 2p
2 2
Inlocuind x =0 deduce % K e e e et e e bee et e e et ee e aaeeeateeeateeenbeeennnes Ip
F2(x) =" 412 F(X) VAT H1VXE R ettt Ip
Finalizare f(x)zF'(x)zL;Vxe TR ettt ettt Ip
Vxi+1



