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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A IX-A

1. Dorin are o gridina care trebuie sipata. El ii tocmeste pe Ion si pe Vasile, doi muncitori la fel de
harnici. Ion munceste 9 ore, iar Vasile 15 ore. Pentru munca sa, Vasile primeste cu 90 lei mai
mult decat lon.

a) Ce suma primeste fiecare dintre cei doi muncitori?
b) Suprafata sdpata de Ion Tn 9 ore are forma unui patrat cu latura de 9 metri. De cat timp are
nevoie lon pentru a sdpa o suprafatd avind forma unui patrat cu latura de 3 metri?

Solutie.

Vasile munceste cu 6 ore in plus fatd de Ion, prin urmare retributia pentru o ora de munca este de
LR e s 1 1< EO TP PP 2 puncte
Ion primeste 9-15=1351ei, iar Vasile primeste 15-15=2251€1. .c.ccccceverveererienencecrcnienene 2 puncte
Un patrat cu latura de 3 m are aria de noua ori mai micad decit cea a unui patrat cu latura de 9 m.
Timpul necesar va fi de noud ori mai mic, deci Ion are nevoie de 1 ord ...........cccceveennnens 3 puncte

2. Pe latura CD a dreptunghiului ABCD se considerd punctele P si Q astfel incat
DP = PQ = QC . Definim punctele R si S prin 2AR =3AP, respectiv AS=AB+AR.

a) Demonstrati cd punctele A, C si S sunt coliniare.
b) Aratati cd Q este centrul de greutate al triunghiului ARS.

Solutie.
— = — — 33— — 33— 1 —) — 3—= 11— 3/ — —\ 33—
a) AS=AB+AR=AB+—AP=AB+—| AD+-DC :AB+—AD+—AB:—(AB+AD):—AC,
2 2 3 2 2 2 2
prin urmare punctele A, C $i.S SUNt COINIATE. .....cocuerviiriiiniiiiiiieeie ettt 4 puncte

b) Dacd M este mijlocul lui RS, ar trebui sa dovedim ca @ :%W :%(ﬁ{+ﬁ) Insd Q este

mijlocul lui PC, prin urmare A—Q = %(E) + R‘) = % %(ﬁ? + TS) , de unde concluzia problemei



3. Se considerd numerele reale a, b si c astfel incit a<b<c, a+b+c=1si a*+b* +c* =1.
. 2
a) Demonstrati cd be {0,5} .

b) Gasiti trei numere reale, distincte doua cate doud, avind proprietdtile din enunt.

Solutie.
a) Daca, prin absurd, b <0, vom avea si a <0. Rezultd cd ¢c=1-a—b>1, prin urmare a’+b* +
+C7 > 0+0+1=1, CONTAAICHE. ..ovveverevreieieeeeeeei ettt 2 puncte

Daci, prin absurd, b > % vom avea si ¢ > % Rezulti cd a=1-b-c< —%, prin urmare a’+b> +
+c* > 1 +i +i =1, CONTAAICHE. woveeriierieeiecieeer et s s e 2 puncte
9 9 9

; rezolvand prin metoda

O | o

b) Consideram, de exemplu, b :%. Obtinem ca a+c :g si a’+ct =

-3 1443

substitutiei acest sistem, obtinem pentru a si ¢ valorile a = 3 c= 3 3 puncte

4. Pentru fiecare numar natural m, se considerd multimea A, = {xe 7\ |2x—1| +|3x—1| = m} .
a) Determinati A, .
b) Demonstrati ca, oricare ar fi numarul natural m, multimea A, are cel mult un element.

¢) Daca n este un numdr Intreg oarecare, aratafi cd existd un numdr natural m pentru care
neA,.

Solutie.
Q) AY T bttt b ettt 2 puncte

b) Dacd x<0, ecuatia ale cdrei solutii constituie multimea A, devine 5x=2-m. Cum xe Z,
solutia corespunzatoare este convenabila daca si numai dacd m=5n+2,ne N, cazin care —ne A .
Daca x 21, ecuatia ale carei solutii constituie multimea A devine Sx=2+m. Cum xe Z, solutia
corespunzatoare este convenabild daca si numai dacd m=5n+3,ne N, cazincare n+le A .

................................................................................................................................................. 3 puncte
Intrucat un numir nu poate da simultan restul 2 si restul 3 la impartirea prin 5, rezulti ci A, este fie

vida, fie contine exact Un €leMENL. ......cc.cccoviiiiiriiiiiiii ettt 1 punct
c) Am observat ca —ne A, si n+le A, ,, oricare ar fi numarul natural n, de unde cerinta

[0 10] (S5 14 1<3 ST 1 punct
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1. a) Demonstrati ca (29\/5_,_41)_(29\/5_41):1
b) Calculati (1+ﬁ)2;(1+ﬁ)3 si (1+\/§)5

c) Determinati ne N', n > 2 pentru care are loc egalitatea Q/ 20\2 +41- Q/ 202 -41=2.

Solutie.
2) (2972 +41) (2032 =41) = 16821681 =1 oot 1 punct

b) (14v2) =3+2V2: (14+2) =7+5V2; (14V2) 241420V o 2 puncte
¢) Notim 420V2 +41 =a,a>0 = 42982 =41 =L o] 1 punct

a

Ecuatia devine a . 2=a’-2a—-1=0, cu solutiile a,,=1% V2
a

CUM @3 020 @=1HV2 oot s e s e s e s e 1 punct

2082 +41 =142 2 202 +41 = (14V2) S ot 1 punct
(1+\/5)5:(1+\/§)n:>n:5 ................................................................................................. 1 punct

2. Rezolvati in R ecuatia log, (x2 +4) —log,x=4x-x"-2 .

Solutie.
Conditiile de exXiStenta, X > 0 ..cooiiiiiiiieiie ettt ettt 1 punct

X’ +4 X’ +4

4x
x +4

Observim ci (x—2)" >0, Vx>0, iar <L,VxeR= log2i <log,1= logzi <0.
x +4 x +4

2

Egalitatea (1) nu poate avea loc decat daca ambii membri sunt nuli:
4x

2

=1si (x=2)=0=>x=2
x“+4 Sl(x ) *




3. Determinati multimea M = {(x, y)e Pl Re( < _j_ j = O}.
z—4i

Reprezentati geometric multimea M. (unde z=x+ yi, P - planul complex)

Solutie.

172 _ AT xm2hly A=ty -ily=4)(x=2) 2 puncte
z—4i x+iy—-4i x+i(y-4) CH+(y-4)
:Re(zz:jijzoﬁx(x—2)+y(y—4):0<:>x2—2x+y2—4y:0 .................................. 2 puncte
S (X7 22X H1)H( )7 m4YHA) S5 e 1 punct
(x—1)2+(y—2)2=5:>M:{(x,y)e’PI(x—l)2+(y—2)2:5}. ......................................... 1 punct

Imaginea geometricd a elementelor multimii M este cercul de centru C(1,2) si raza

r=5.

4. La un turneu de fotbal in sald participa 15 echipe, fiecare jucand o singurd data cu fiecare dintre
celelalte echipe. Pentru victorie se acorda echipei castigatoare 3 puncte, pentru meci egal cate 2
puncte pentru fiecare echipa, iar pentru infrangere 1 punct. in clasamentul intocmit la sfarsitul
turneului nu existd echipe cu acelasi numar de puncte, iar echipa clasata pe ultimul loc are 21
puncte.

a) Care este numarul de meciuri disputate in cadrul turneului ?
b) Care este numadrul total de puncte acordate la toate meciurile ?
c) Sa se demonstreze ca prima clasata a facut cel putin un meci egal.

Solutie.

. D oo o o , 15-14
a) Fiecare echipd a disputat 14 meciuri. Numarul de meciuri disputate a fost C5 = > =105
................................................................................................................................................... 1 punct
b) Cum la fiecare meci s-au acordat exact 4 puncte, deducem ca numarul total de puncte acordate a
FOSE 1054 =420 ettt ettt et et e bttt e b e sb e sate et e e st st e tees 1 punct

¢) Cum ultima clasatd are 21 puncte, iar in clasament nu sunt echipe cu acelasi numar de puncte,
rezultd cd numarul total de puncte este cel putin 21+ (21+1)+(21+2)+(2143)+...+(21+14) =

154 0 e 2 puncte
Din acest rationament deducem ca echipele au punctajele: 21, 22, 23, ...,35 ....occiiiieieenen. 1 punct
Presupunem ca echipa situatd pe primul loc nu a facut nici un meci egal si notdm cu x numarul
victoriilor §i cu y numarul Tnfrangerilor .........cooiiiiieiieiiee e 1 punct

21

x=—¢N

. x+y=14 2
Obtinem: D e e 1 punct

3x+y=35 y 7

=—¢N
2
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1. in fiecare din cele 9 casute ale unei table de latura 3 este scrisa cifra 0. 4 9 6

Se alege un patrat de laturd 2 si se mareste numarul scris in fiecare din
cele 4 cdsute cu o unitate.

Folosind repetat acest procedeu putem obtine configuratia alaturata ? 6 |12 3
(Suma tuturor numerelor din configuratie nu este multiplu de 4).

Solutie.

La fiecare alegere a unui patrat 2 X 2 se madreste suma numerelor cu 4, asadar suma tuturor
numerelor trebuie s8 fie MUItPIU de 4 .......oocviiiiiiiie e 4 puncte
In tabla data suma numerelor nu este multiplu de 4, deci nu se poate ajunge la configuratia ceruta
.................................................................................................................................................. 3puncte

-1 -1
2. Fie matricele A:( ) J si X(a)=1,+aA;ae R. Demonstrati cd X(a) este inversabild

dacd si numai dacd a #—1 si calculati X' (1)- X (2)- X' (3)- X (4)-...- X' (2013)- X (2014)-
(Meda Bujor, Supliment Gazeta Matematica — septembrie 2015)

Solutie.
l-a -a
det X (a)= ST @ e 2 puncte
2a 1+2a
X(a) este inversabild < det X (@) £ 06> @ 7 =1 o, 1 punct
X"l(a):X(—Lj,‘v’ae RA T} e 1 punct
I+a
X"l(n)-X(n+1):X(Lj;‘v’ne N et 1 punct
n+1
X(al)-X(az)-X(a3)‘...-X(an)—X((1+a1)(1+a2) (1+a,) 1),‘v’a1,a1, ,a,€R ... 1 punct
FINALIZATE ....oooiiiiieiieeiee ettt ettt s e et e sttt e sabe e ssbbe e ntaesnseeesabeessaeasnseesnnneesnneens 1 punct

3. Fie A, B, C puncte necoliniare in plan avand coordonate intregi.
< o : - 1
Sa se arate ca aria AABC este mai mare sau egala cu 5

Solutie.



Aria AABC :%I Xg Vg Ll 3 puncte
Xy 1
x, vy, 1
X, Vs 1IN ettt 2 puncte
x, y. 1
Aria AABC > % ..................................................................................................................... 2 puncte

4. a) Precizati dacd urmdtoarele afirmatii sunt adevdrate sau false:

i I +7
[T P L LGt Y Justificare.
Xy x—0 X+
< a .. . . tg(ax)—sin(ax) X
b) Sa se calculeze raportul — stiind ca lim - =2016" .
b 0 tg(bx)—sin(bx)

Solutie.

i sin(x+7
a) lim 2% = si lirr(}M =0. Asadar ambele afirmatii sunt false ............cc.ccoecuenee. 4 puncte

X0 X =0 x4+

. tg(ax)-sin(ax) (aY’
b) lim - = (—j .............................................................................................. 2 puncte
=0 tg(bx)—sin(bx) b

Finalizare %: 2010 ettt ettt et et e et e et e e e eeeheeenteebe e seens 1 punct
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28 0 2
1. Se considerd multimea G={A(k)=| 0 0 O |,keZ
28 0 2

a) Sa se arate ca pentru orice m,n Intregi, are loc: A(m)-A(n)=A(m+n+1)

@,

b) Sa se demonstreze ca (G,-) este un grup abelian, unde “” reprezintd inmultirea matricelor;

c) Daca multimea H ;t{A(—l)} este un subgrup al grupului (G,-), sa se demonstreze cd H are
cel putin 2016 elemente.

Solutie.
2m+n+1 0 2m+n+l

a) A(M)-A(R)=| 0 0 0 | e 1 punct
2m+n+l 0 2m+n+1

D) EIement NEULIU A(=1) et e e e e e e e e e e e e e e e e e nanrees 1 punct
Verificarea celorlalte aXiOme ...........oooveiiiiiiuiiei ettt ee et e et eee et eeeeeaaeeeeeeaaes 1 punct
c) Daca H #{A(-1)} este un subgrup atunci exista A(k) in H cu k € Z—{—1} de unde rezulta
(A(k))" este in H, pentru orice n numar natural NENUL  ........ccccovvevirieirieirieeereiee e 1 punct
(A(K))" = A(TK F771) oottt sttt e e e e v e e sate e e s tbe e st b e e sraesrtsaestbeeessbeeansaeenrens 1 punct
Xp =1k 4+ 1 - 1 €Ste UN SIT SIICE CTESCALOT ..vveiivrierereeeireesreeestreesteeesreessreeseseeasssessseeesssesssseeans 1 punct
H are cel putin 2016 €IeMENLE ........couieiuieiiieieeieee ettt st e e e 1 punct

2. Consideram functiile f:R—>R , f(x)=x"+¢"si F:R>R, F(x):jf(t)dt .
0

a) Ardtati ca functia F este bijectiva;

e—=

2
3

b) Calculati [ P (x)ax .
0

Solutie.
a) F bijectiva <> F injectiva $1 F SULJECLIVA ...eevueiriieiieiieeieeteette ettt e 1 punct



F(x) = f(x)=x*+¢">0,Vxe R — F strict crescitoare, deci F injectivi ....................c..... 1 punct

F continud, deci F are proprietatea lui Darboux; limF (x)=co;lim F(x)=—co, deci F este

X—y—o0

SUIJECTIVA .eeeuviiieiiieritieestteertee st eestteestteeeuteesnaeeeseseesssaeesnseesasaeesnseesssseesnsaeannseesnseeesnseesnsseannsaesnnns 1 punct
b) Facem substitutia x = F(t), de unde dx = f()dt; x;=0deci t;=0six, = e—% decinh,=1

................................................................................................................................................. 2 puncte

j Fl(x)dx=jtf(t)dt=% .................................................................................................. 2 puncte

3. Pe multimea numerelor reale R, definim legea de compozitie x#*y=xy+5x+5y+20. Se
admite faptul cd G =(—5,0) Impreuna cu legea de compozitie "*" are o structura algebrica de
grup.

a) Si se arate ca grupurile (G.*) si (R},") sunt izomorfe;

b) Sa se calculeze -2016 * (-2015) *... *(-1)*0*1* ... * 2015 *2016;

c¢) Se considerd multimea H = {a2 -5,a€ @} . Sa se arate cd (H,*) este un subgrup al grupului
(G, ).

Solutie.

Q) flX) =X 45, F1(-5,00)7(0,00) tnurireiiieeiieeiiteette ettt ettt e e sabe e st e snreesnaeens 2 puncte
b) —5€ R element absorbant, de unde -2016 * (-2015) *... *(-1)*0*1* ... ¥2015*2016 = -5
................................................................................................................................................ 2 puncte
c)x*y= (ab)z— =T = U USROS 2 puncte
X € H e 1 punct

) . cr sin(nx)
4. Pentru orice n numir natural nenul, se considerd numerele I = I de, Vxe (0,7[) .
sin(x
a) Sa se demonstreze ca I,,, =1, +M,Vne N

n+l1

b) Sa se determine functia f:(0,7) >R, stiindcd  f (x)-sinx=sin5x si f [%j =0

Solutie.
i —si i +1
&) 1,-1,= sin(n+2)x—sinx, _, [Jcos(n+1xdx = pSin(ntl)x o
sin x n+l
................................................................................................................................................. 3 puncte
sin 5x
b) f (x)=— f(x)=1
sin x
................................................................................................................................................... 1 punct
=1+ 2sin4x yn 2sin2x + 2sin4x — rtsin2xd sin4x c
) 4 2 4
................................................................................................................................................. 2 puncte



