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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A IX-A

1. La un concurs Adolf Haimovici, organizatorii au oferit drept premiu primilor 5 elevi clasati la
clasa a IX-a un total de 17 carti, fiecare elev primind cel putin o carte.
a) Stabiliti dacd, in mod necesar, cel putin doi elevi primesc mai mult de céte o carte.
b) Aratati cd cel putin un elev primeste mai mult de 3 carti.
c¢) Determinati in cate moduri se pot distribui premiile, astfel Incat fiecare premiant sd primeasca
alt numar de carti.
Solutie:
a) Nu este necesar. Este posibil ca un elev sa primeasca 13 carti si ceilalti 4 céte o carte. .... 2 puncte
b) Daca toti elevii ar primi cel mult trei carti atunci ar fi un total de cel mult 15 carti, deci cel putin

un elev primeste mai Mult de trel CATEL «...oevveeriiriiirrienienie ettt 2 puncte
¢) Considerdnd a<b<c<d<e,a21,b22,c23,d 24,e=5, numdrul de carti primite de cei
cinci elevi, rezultd a+b+c+d+eZ21+2434+445=15 (i 1 punct
sicum a+b+c+d+e=17, raman doud posibilitati

(@55;0,d56) = (152:35457) oo 1 punct
$1 (@30;C5d5€) = (152535556) wovvnrvieieeieieis ettt 1 punct

2. Fie M multimea tuturor progresiilor aritmetice (a,) _ cu toti termenii numere naturale.

nx1
a) Considerand progresia (an)n>1 € M care are a, =6 si r=10, verificati daca 2016 este sau
nu termen al acestei progresii.

b) Determinati céte din progresiile (a, )n>1 €M care au r=10, au printre termenii lor numarul

2016.

¢) Determinati cate din progresiile (a, )n21 € M care au g, =6, au printre termenii lor numarul

2016.
Solutie:
2) @, =0 (T =1) T et 1 punct
A, =6, r=10=> a, =101 =4 ... 1 punct
a,=2016 =10n—-4=2016 = n=202, deci 2016 =,y ...ccceoevervriririiiiiiiiiiccicciecns 1 punct
D) @ (1 =1) TOZ2016 .ot 1 punct
a,=2026—-10ne N = ne{1;2;3;...;202},
deci sunt 202 progresii Cu aceastd PrOPIICTALE ........eevvvererrreeriiieerireeriteeesireessreeereeesseeessseessseeans 1 punct
¢) a,=6+(n—1)-r=2016 = (n—1)-r=2010=2-3-5-67
USRS 1 punct

si cum 2010 are 16 divizori, sunt 16 progresii cu aceastd proprietate ...........ccoeceercveerrveennneen. 1 punct



3. Fie triunghiul ABC, M mijlocum laturii (BC) si punctele P,Q,R astfel incat AP=x-AB,
AQ=y-AM si AR=z-AC,cu x, y,z€ (0; +oo). Aritati ca:

a) AM :l(AB+Ac)

2
b) PO=|2—x|-AB+=>-AC
) PO (2 xj 2

. : o112
c) Punctele P, O, R sunt coliniare dacd si numai dacd —+—=—
Yy

x z

Solutie:

) AM = AB-+ BM = 4B+ BC = AB +-(AC—AB) = (AB+ AC) sovvvov I punct

b) P—Q:@—HD ..................................................................................................................... 1 punct

@:y-m:%-(ﬁ+ﬁ) .................................................................................................. 1 punct

FQ:(X—)CJZEW—X-XE ....................................................................................................... 1 punct
2 2

¢) P, O, R sunt coliniare daca si numai daca sunt coliniari vectorii PO si PR oo, 1 punct

PRZZ-AC =X AB oo 1 punct

—_— = e y=2x y 1 1 2

PQ si PR sunt coliniari £ “———=—"— <& — 4 — = — ..ttt 1 punct

—2x 2z X z ;

4. Un turist parcurge un traseu ABCD format din trei drumuri, AB, BC si CD, toate de aceeasi
lungime egald cu 60 km. Turistul merge pe drumurile specificate cu vitezele v,, v,, respectiv
v, masurate in km/h.
a) Daca v, =30, v,=20 si v,=50, determinati durata ?, a parcurgerii intregului traseu,
masuratd Tn ore i minute.

v +V, +v,

b) Daca turistul ar parcurge intregul traseu cu viteza medie v = a celor trei viteze de

la punctul anterior, determinati durata ¢, a parcurgerii intregului traseu, masuratad in ore si
minute.
¢) Aratati ca, oricare ar fi vitezele v,, v,, respectiv v,, are loc inegalitatea ¢, 21, .

Solutie:
60km 60km 60km
a)t, = + o s 1 punct
el v, V3
S =0/ ST 12 MR ettt st e 1 punct
b)VZ%km/h = t2=@=5h ST 2A MR oottt 1 punct
v
c) t1:60-(l+i+ij .......................................................................................................... 1 punct
vl v2 V3
1
t,= 540-(—} ............................................................................................................... 1 punct
v, +v, +v,
I 1 1
121 & (V41 +0) | —F 4 [ 29 s 1 punct
Vi Vo Vs

Demonstrarea INEGALTEALIT «.....eevruveeriiiriiie ettt et sttt et e b e e e 1 punct
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1. Rezolvati, in multimea numerelor reale, ecuatiile:
a) 57" =4.5"+1
b) x> +2Vx* —3x—4 =3x+4
¢) log, (3x—2)-log, 2=1

Solutie:
1
a)5'=y=5y"—4y-1=0=y, =1, Y2 =T e 1 punct
5'=1=x=0,5" :—% MU AT€ SOIULIC. ..eeeeieeiiieiieie ettt ettt ettt 1 punct
b) ¥’ =3x—420, x€ (=00, = 1JU[45460) weurrrruiirirerineieeireeieeire e 1 punct
X =3x—4+420x" =3x—4=0=x"—3x—4=0=> x€ {14} oo 1 punct
¢) xe (—;+oo)\{l} ................................................................................................................. 1 punct
1 3x—-2
log4(3x—2):M; log 2= e 1 punct
2 log, x

si se obtine ecuatia x> —3x+2=0 cu solutii x, =1 si x, =2 dintre care acceptatd de conditia

x€ (%ﬁooj\{l} SEE NUMAL X =2 oot 1 punct

2. Venitul lunar al unui tehnoredactor este format din salariul de baza de 800 lei la care se adauga
un spor astfel: dacd reuseste sd tehnoredacteze pana la 200 pagini i se da un comision de 2 lei
pentru fiecare pagind scrisa iar pentru fiecare pagind ce depaseste 200 primeste 3 lei pentru
fiecare pagina.

a) Determinati cati bani primeste tehnoredactorul daca intr-o luna scrie 150 pagini. Dar daca
scrie 250 pagini?
b) Ardtati cd functia pe baza cdreia se calculeazd venitul lunar al tehnoredactorului este

2n+800, dacan <200
f:N>N, f(n)= ) ,
3n+ 600, dacan > 200

unde n este numarul de pagini scrise de tehnoredactor.
c) Determinati cite pagini trebuie sa scrie tehnoredactorul pentru a castiga Intr-o lund 1620 lei.

Solutie:
a) Daca scrie 150 pagini, castigd 80041502 =110011 ....ccccveerveieriiiiniiiiniiiiiieeiee e, 1 punct
Daca scrie 250 pagini, castigd 800+200-2450-3 =13501€1 ....ccceeveereerieriieeieenicnicreeeen. 2 puncte



b) Dacd n<200 = f(72) =800+ 27 wouvriiriiiiieieicireie et 1 punct

Dacd n>200 = f(n)=800+200-2+(n=200)-3=314600 ....ccccrerrrrrrrrrrrrerrerrerrerrrerrennnn. 1 punct
¢) n<200 = 2n+800=1620 = n =410, contradiCi® ........coceerreereerreerreeerienee e 1 punct
n>200 = 3n4+600=1620 = 1 =340, ..ccceoiiiiiiriiiiiii 1 punct
. - 1 —da: i )
3. Considerim numerele complexe Z, = N -,aeR,i"=-1.
+a-i
a) Determinati modulul si forma algebrica a numarului z,
b) Determinati a € R pentru care z, =%—% ‘1
2016

c¢) Ardtati ca (z ﬁ) este numar real.
Solutie:
B) 2, [T L e e s 1 punct

—1_02— 2a ) 2 puncte

T BB p
3 4 1-a*> 3 2a 4
b) z, =———"i ==, — T e et 1 punct
WS T AT Tea P
a= l 1 punct
S p
3 2016

c) (zﬁ) =1 = (zﬁ) SLE R e et es 2 puncte

4. a) Aratati ca 3(x2 +y° +z2)2(x+ y+z)’, oricare ar fi x,y,ze R.

b) Demonstrati ca 3" >3n+99, oricare ar fi ne N, n>3.
¢) Determinati numerele naturale n,a,b si c, stiindci a+b+c=3" si a’+b>+c> =33+n.

Solutie.

a) Inegalitatea este echivalentd cu (x—y)" +(y—z)" +(z—x)’ 20, adevarat ...........ccco........ 1 punct
b) Inductiv: n=3, 3° >108, adevirat

Dacd 3% >3k +99, k>3, atunci 3" =3*-9>(3k+99)-9>3-(k+1)+99 .ccovrrrrrrrunnnnn. 2 puncte
¢) Fie a,b,c in conditia cerutd, conform cua) = 3(a’+b>+c*) 2 (a+b+c) = 3(33+n) 23" si
£010SINA b) => 7E {05 15 2} coveeieiciete e 2 puncte
Pentru n=0 $i 7=1 DU AVEM SOIULIL «...eeruieriiiiiiiieiie ittt 1 punct

Pentru n=2, a+b+c=9, a’ +b’> +¢* =35, cu solutia (a;b;c)=(1;3;5) si orice permutare a

Yol 1 b2 TP OTUURRPRRRTRPON 1 punct
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. ) I a) . 1 b
1. Fie matricele A= 0 1 si B= ) a,b,ce R. Se cere:
c

a) Aratatica A" =n-A—(n—1)-1,, pentru orice ne N, n>2.
b) Demonstrati ¢ nu existd X € M, (R) astfel incat A*- X -X-A’=B.

2

c) Aratati ca egalitatea (A+B) = A’>+2-A-B+ B’ este adevaratd daca si numai dacd a-c=0.

Solutie:
a) Verificare prin inductie. 7 =2, A> =2 A= 1, wococoeceriereirieeeeieeeee e 1 punct
Dacd A =k-A—(k—1)-1,,atunci A"' = A" A=_.=(k+1) A=k I, cceorrrrrrrrrrres 1 punct
b) Presupunem X cu proprietatea cerutd, =
A3-X—X-A3:(3-A—2-12)-X—X-(3-A—2-12):3-(A-X—X-A):B(:yA-X—X-A:%-
................................................................................................................................................... 1 punct
X : (1— 1 b
X = Y = az a(t=x) :l ........................................................................ 1 punct
z t 0 -z-a 3le 1
I . 1 -
:>a-z=§ si a-zz—g,contradlcpe ...................................................................................... 1 punct
¢) Cum (A+B) = A’+A-B+B-A+ B>, cerinta este echivalenticu A-B=B-A ............ 1 punct
) l4a-¢c b+a 1 b+a
iar A-B=B-A & = S A C=0 i 1 punct
c 1 c a-c+l

2. Fie functiile f:R—>R, f(x)=2x"+x+1si g:R—>R, g(x)=3e"—2x+1. Se cere:

a) Ardtati cd lim f(x)=11(0) = lim g(x)-2(0) -1
x—=0 X x—0 X

b) Calculati lim £(0)-8(x)-£(0) f (x)
x—=0 X

o . ag(x+1)+b-f(x)
c) Determinati numerele a, be R pentru care limita lim

x—0 X

exista si este

egala cu 2.

Solutie:

—£(0 3
a) limM:hm 204X :lim(2x2+1):1 ................................................................ 1 punct

x—0 X x—0 X x—0




—9(0 ¥y ¥ _
im 85 =8(0) . 3¢ ~2x 3:11m(3.6’ 1—2j=1 ................................................... 2 puncte

x—=0 X x—=0 X x—0 X
0)- -g(0 X _
b) tim (©)-8(x)— & ( )f(x)=1im(3.e—1—8x2—6j=—3 .............................................. 2 puncte
x—=0 X x—=0 X
: N+b-
c¢) Dacd a-g(1)+b- f(0)#0, limitelale laterale lirrola glx+)+b-1(x) si
x> X
x<0

a‘g(x+1)+b-f(x)

1)(15)1(} . sunt fie +oo, fie —oo, deci In mod necesar

0

A G(1)HD F0)Z0 oo 1 punct
Dacd a-g(1)+b- f(0)=0, atunci b=—-a-(3e-1) si £i£1(}a g(x+1))c+b-f(x) =—a, din care
rezultd a=-2 si b=6e—2x<0 ......................................................... 1 punct

a a+l a+2
3. Fie matricca A=|b b+1 b+2|,cu a,b,ce R. Se cere:
1 2 c
a) Aratati ca det A=(a—b)(c-3).
b) Demonstrati ca pentru a=3, b=2, c=4, matricea A este inversabila si inversa A" are

toate elementele numere intregi.
¢) Determinati o matrice Ce M,(Z), inversabild si astfel incat sa aiba inversa C™' cu toate

elementele numere naturale.

Solutie:
2) At A= (A =D)(C=3) coeeereireeeee ettt 2 puncte
3 45
b)A=|2 3 4|=>detA=1,deci detA#0, = A inversabild ............cccc.eeerurrreeirereenn.n. 1 punct
1 2 4
4 -6 1
AT S o4 T 2 | ettt 2 puncte
1 2 1
4 -6 1 3 45
c)Alegind C={—4 7 2| = C'=[2 3 4| e 2 puncte
1 2 1 1 2 4

4. O sursa de caldura incilzeste uniform un corp. Experimental, constatdm ca temperatura corpului
este datd de legea T(t)=a-t’+c—~t’+d-t+25, cu a,b,c,d>0, unde numirul >0
reprezintd momentul masurdrii, exprimat in minute, iar numdrul 7'(7) reprezintd temperatura

corpului, exprimata 1n grade Celsius, la fiecare moment ¢ >0 ales. Se stie ca la momentul initial
t =0 temperatura corpului este de 7 grade Celsius iar atunci cand ¢ — oo, temperatura corpului

se apropie infinitezimal de 10 grade Celsius, adicd lim7 (1) =10.

=00

a) Ardtatica c=12.



b) Demonstrati ca lim7 (¢) =+oo-sgn(b—1), unde sgnx=

t—>o0

+1, dacax>0
—1, dacix <0
c) Aratati ca T (1) =1+12—+1* +41+25.

d) Determinati la ce moment ¢ temperatura corpului va fi de 9 grade Celsius.
e) Demonstrati ca, la orice moment ¢ >0, temperatura corpului este strict mai mica de 10 grade

Celsius.
Solutie:
) T(0)=7 & =527 © =12 et 1 punct
b) b>1 = b-1>0 si limT(t)zlim{t-(a-t”‘l+£— 1+£+2—25]:|:oo-oo:oo ................. 1 punct
t—>o0 t—>o0 l’ l‘ l’
b<l = 1-b>0 i 1imT(z)=1im{z.[tli_b+§— 1+%+%j =00+ (1) = =60 oo 1 punct
) o . c [a 25)]
¢)Daca b=1,din im7(r)=10, lim|¢-| a+——,[l+—+= [[=10 = a=1 .ccoccvrrrecnnee. 1 punct
t—>o0 1—>o0 l‘ l‘ l’
t(24-d)+119 -
si atunci T (r) = lim(r+12 -V + d 1+25) =lim (24-d) _2d g,
(e e o 124N +dt+25 2
ECT d =4 ettt et e et e st e ettt e et e et e e e abe e e e beeebbe e nteeeneeeeaneeenae s 1 punct
A) T(1)=9 © 143V H4425 2 128 oo 1 punct

T (1)<10 & 1+2<NE'+41+25 © £ +4t+4<t’ +41+25, adeVArat .c.evecveeceerenennne. 1 punct
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1. Fie functia f:[0; +o) >R, f(x)=In(I1+x). Se cere:
a) Determinati primitiva F :[0; +o0) - R a functiei f, stiind cd F(0)=0.

e—1
b) Calculati I f(x)dx.
0

c) Daca g :[0; +0) = R este o functie derivabila incat pentru orice x>0 se verifica egalitatea

X

x+jg(t)dt=(x+1)-g(x),aréta‘gi cag=rf.

Solutie:

a) F(x):jln(x+1)dx:j(x+1)'-1n(x+1)dx=(x+1)-1n(x+1)—J.dx:

=(x4+1) In(x41) =X+ C, (V) CER o 2 puncte
FO)=0 = C =0 et 1 punct
b) [ £/(x)dr=F(e=1)= F(0) =1 s 2 puncte

2. Definim pe multimea numerelor reale legea de compozitie xoy=xy+2x+2y. Se cere:

9

a) Arétati ca legea "o ” nu este asociativa.
b) Cercetati daca structura algebricd (RR; o) admite element neutru.
c¢) Gasiti doud numere a, be R\Q astfel incat acbe N.

d) Demonstrati ca pentru orice ne N, n’ on#2016.

Solutie:
a) Spre exemplu, (001)02Z00(102) it 2 puncte

b) Dacd ee R este element neutru, atunci xoe = x pentru orice xe R

S5 X+ 2X+26 =X =5 €(XF2) T =X e 1 punct
si folosind unicitatea elementului neutru sau alegand x=-2 = 0=-2, rezultd ca (R; o) nu are
EIEMENT NEULIUL ..eeiiiiieiitie ettt ettt et et sab e e e b te e st e e s bt e e sabe e e sbbeesbaeenaeeeeas 1 punct

¢) Observind xoy=(x+2)(y+2)—4, se poate alege, spre exemplu, a=~3-2, b=23-2 sicu
aceste numere avem @ ob =323 =4 =2 N ....cooooooooeeeceeeeeeceeeeeeeeeeeeeceeeee e, 2 puncte



d) Fien’ on=2016, ne N= n*+2n’+2n=2016 si considerand
f:N—>N, f(n)=n"+2n’+2n, este strict crescitoare. Dar f(6)<2016, f(7)>2016 =

f(n) #2016 pentru orice ne N

3. In cadrul unui experiment, o sursd de cdldurd incdlzeste un corp astfel incit temperatura
corpului, notata t(x) si masurata in grade Celsius, se modifica la fiecare moment xe [0; +oo)

al masurarii, exprimat in minute, prin functia
x*+x+2, daca xe [0; 3]

1:[0; ) >R, 1(x)=95x—1,  dacixe(3;6)
20, dacd x€ [6; + )
a) Aratati cd functia 7:[0;+e)—>R admite primitive si este integrabild pe orice
[a; b] [0; +0).
1

—a

b) Stiind cd M (a; b) = : I f(x)dx exprimd valoarea medie a unei functii f care este

a

integrabila pe un interval [a; b] c R, calculati temperatura medie inregistratd prin acest

experiment pe intervalul momentelor a =4 si b=8§.
c) Determinati dupa cite minute de la momentul initial x, =0, temperatura medie inregistrata

atinge valoarea de 20 grade Celsius.

Solutie:
a) Singurele posibile puncte de discontinuitate sunt x=3 si x=6 si se constatd ¢ continud si in
aceste puncte, deci admite PIIMILIVE ......eeecierriererieeriiieeeieeeeeesieestteeseeesteesbeeessseessseeesaseesas 1 punct
Fiind continud pe orice interval [a; b] c [0; +00), este i integrabild .........coveeveereriereiriencans 1 punct
b) Conform cu formula de medie, temperatura medie pentru intervalul momentelor a=4 si b=8
8
este M (4;8)= It Jdx=— U x)dx+It(x)de .............................................................. 1 punct
6
lj (x)dx= Si—x 12 1 punct
1) 21T T TIZ p
4
17 1
th(x)d =—29x| =14,5, deci M (4; 8)=26,5 grade CelSiUs ........ccccowveerrmrrrrrurrrmrrrreeerenn 1 punct

X

c) Trebuie determinat x astfel incat M (0; x) =20, adica Ly I t(u)du=20
X 0

xe[0;3] = M(0; x) lj (u? +u+2) du——(—+—+2 j =—+ +2<E<2o
xO
17 1|7 Sx

€(0;6) = M (0; x)=— J.t(u)du:— Jt(u)du+J.t(u)du :7—1<20 ......................... 1 punct
x() X 0 3

xe [6:400) = M (0: x)=lfr(u)du=lﬁz(u)du+fz(u)du}=l(29x—9o)

x() X 0

si ecuatia l(29x —=90) =20 are SOIutia X =10 ...cevovrererieriirriereiereiree e 1 punct
x



4. Fie multimea M ={a’—ab+b"/a, be Z} si numarul complex &= -1.

~1+iV3 .,
— 2=
a) Aritati cd £ +e+1=0 si £ =1

b) Aritati ci, pentru orice a, be Z, se verifici egalitatea a’ —ab+b" = (a+8-b)(a +E-b),

— —1-i\3 . - —1+i3
unde €= — este conjugatul numarului complex € = —

c) Demonstrati egalitatea (1112 —ab, +b] ) : (az2 —ab, + bf) =a’-af+ /5,
unde @ =a,a,—bb,, f=ab,+a,b —-bb, si a, b, a,, b,eZ.

d) Gasiti doud numere «, f e Z astfel incat (20162 —2016-2015%—20152)2 =a’-a-f+p.

Solutie:

2) JUStFICA €7 —£+1=0 Si £ =1 oo 1 punct
b) (a+8‘b)(a+2-b):a2+(8+Z‘)-ab+(8-2‘)-b2 =a*—ab+b’ 2 puncte
c) Se demonstreaza implicatia x, ye M = x-ye M

x=a —ab, +b] =(a1+8-b1)(a1+5-b1), y=a; —a,b, +b; :(a2+8-b2)(a2+2'-b2) .......... 1 punct
= xy=(a,+&b)(a,+&b,)(a,+5) (A +EDy) = oo 1 punct
=(a+e-p)-(a+e-p)=a’~a-f+f°,cu a=aa,-bb,, B=ab,+a,b,—bb, ... 1 punct

d) Folosim punctul ¢) pentru a, =a, =2016, b, =b, =2015si obtinem a =4031, §=2015-2017



