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1. In trei cutii notate A, B, C, sunt 100 de bile. Daci numarul bilelor din cutia B diferd de numarul
bilelor din cutia A cu 4, respectiv numarul bilelor din cutia C diferd de numarul bilelor din cutia
A cu 3 si totodata numarul bilelor din fiecare cutie nu se divide la 3, sa se afle cate bile sunt in
fiecare cutie.

Solutie.

a+b+c=100, |[a—b[ =4, [A=C| =3 oo 2p
D=a—4 NUE POSIDIL ...oeiriiiiiiiiiie ittt s ettt 2p
b=a+4 conduce la posibilitatile (a;b;c) =(31;35;34) si (a;b;¢)=(33;37;30) .ovovrverrerrerreeneene 2p
(a;b;c)=(33;37;30) este exclusa = solutie unicd (a;5;¢)=(31;35;34) cevvevrvreircrrierenierieneene. 1p

2. Fie ABC un triunghi si punctele De(BC) incat BD=2DC, Ee€(AB) incat AE=EB,
respectiv F € (CE) incat CF = FE . Se cere:

a) Ardtati ca E:%E%R‘ " ﬁ:iﬁ%ﬁ;

. - . I . AF
b) Aratati ca punctele A, F, D sunt coliniare si determinati valoarea raportului D

Solutie.

a)
. 1— 2

Aratd AD =§AB+§AC ................................................................................................................. 2p
. 1— 1

ATAtE AF = —AB +—AC ettt ettt sttt et e 2p

4 2

b)

JUSHITICA A, Fy D COLIMIATE ..eeveeeeeeee e e e esesennnnennnnnnn 2p

Determina AF e TSRS 1p

FD

3. Se considerd multimea P a tuturor progresiilor aritmetice neconstante (a, )n>1 care au a, =4 si

toti termenii numere naturale.



a) Ardtati ca toate progresiile din multimea P au ratia numar natural nenul;
b) Determinati termenul general al acelei progresii din P 1in care a,,-a,, are cea mai mica

valoare;
c) Aflati cate progresii din multimea P au ca termen numarul 2014.

Solutie.

a)

CONSLALA NECESAT 7 € ZL ettt et ettt ettt ettt et e sttt e bt e sttt e at e e sabe e e sbbe e e beeesateesabteesabeesabeeanns Ip
ConStatd NECESAT 7 7 () c.eveeiieiieiie ittt st ettt ettt et e s sare s et e e e saneeaneennees Ip
Constatd NECESAT 7€ NN ™ L.ttt st s Ip
b)

Ratia minim posibila €StE 7 =1 .ooceeiiiiiiiiiiiiii ettt st et Ip
Qg Oy Z 2317 oo s Ip
9

A =2014 =5 (A —=1)7 = 2010 oot Ip
r/2-3-5-67 = 16 progresii au ca termen numarul 2014 ...........ccooiiiiiiiiniiee e Ip

4. O ecuatie de gradul al doilea ax’ +bx+c=0 o vom numi “perfectd” daci a, b, ¢ sunt numere
reale nenule si oricum am schimba ordinea celor trei coeficienti a, b, ¢, toate ecuatiile astfel
obtinute au o solutie reald comuna.

a) Ardtati c ecuatia x” —2014x+2013 =0 este perfectd;
b) Aritati cd ecuatia 2013x” +2014x+1=0 nu este perfectd;
c) Determinati ce conditie trebuie sd verifice numerele a, b, ce R* pentru ca ecuatia

ax’ +bx+c =0 si fie perfectd.

Solutie.

@) X =1 SOIULIE COMUNA .....ooiuiiiiiiiiiiiiiiiieie et sttt s 3p
D) JUSTIFICATE ..ttt ettt ettt sab e e e bt e s bt e et e e st e e sbbeeebae s Ip
c)

Daca x, verificd toate ecuatiile atunci X, =1 = a+b+c=0 ..ccccooviiiiiiniiiiiiiiiii, Ip
Daca a+b+c=0 atunci x, =1 verifica toate ecuatiile ............cccceeuiiiiiiiiiiiniiiiii Ip

= conditia de ecuatie “perfectd” este a+b+c=0, a,b,ce€ R¥ ...ccccvviiiiiniiniiiiiiiicecee, Ip
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1-iV3

1. Consideram numarul complex z = 5

a) Demonstratici z°—z+1=0si 2’ +1=0;
b) Aratati ca 72" + z este numar real;
c)  Aratatica (1+z) (1 -7 )(1 -7 )(1 N ) este numdr natural patrat perfect.

Solutie.

a)

JUSTEICA 27 = ZH 120 oottt bbb bbb ne e 2p
JUSTEICA 27 1210 vttt sttt Ip
D) 227 22 0E R oottt ettt naeen 2p
C) 2 = 25 270 m oz et ettt n e anaee Ip
=37 ettt a ettt ettt ettt en e 1p

2. Sunt date 2013 greutati marcate cu masele de 1g, 2g, ..., 2013g. Atunci:
a) Din greutatile de 1g, 2g, ..., 9g formati trei graimdjoare de mase egale;
b) Justificati ca din oricare 6 greutiti de mase m, m+1, m+2, m+3, m+4, m+5 se pot forma
trei gramdjoare de mase egale;
c) Arétati ca se pot forma cu cele 2013 greutdti trei grimezi de mase egale;
d) Dar dacd aveti 2014 greutati marcate cu masele de 1g, 2g, ..., 2014g, puteti forma cu ele
3 gramezi cu masele egale? Justificati rdspunsul.

Solutie.

a) FOrmeaza un eXEMPIU .......cooiuiiiiiiiiiie ettt sttt et e s 1p
b) m+(m+5)=(m+D)+(M+4)=(M+2)F (M43 oot 1p
¢) impartim primele 9 greutiti in trei grimajoare de Mase €ale ..............cooovvevevrveeerreeeerresrneens. Ip
RAMAN 2004 = 6334 GIEULALE ...eevieuieriiieiie ettt ettt st sbe e e 1p
Cele 2004 de greutati = 334 de grupe, fiecare grupa cu 3 gramezi de mase egale ............cceeceeeeene. 1p
FINALIZATE ....oeoiviieiieeeiie ettt ettt ettt e s e st e e st e s sttt e sabaeenseesaseeesabeeesseesnsaesnseesnneeanns Ip
d) Nu este posibil, deoarece S =1+2+3+...+2014 nusedivide la 3 .......cceoeriiiiniiiiinniennn. 1p

2013—x,xe Q
2014—x,xe R\Q

a) Caleulati f(2014)+ f(2013-+2014);

3. Considerdm functia f:R >R, f(x) :{



b) Rezolvatiin R ecuatia f(x)=2014;
c) Ardtaticd (fof)(x)=x, (V)xeR

d) Demonstrati cd f este inversabila si determinati inversa ei.

Solutie.

8) £(2014)+ £ (2013=32014) =V2014 oot 2p
D) X = L ettt et ettt et sb e bt shb e eab e bt e bt et aees 2p
€) Aratd (f o f)(x) =24 (V) XE R ettt 2p
d) Conform cu ¢) functia este BijeCtiVA $Si £ = f wooevvieiieeeeeeiee et Ip

2 2 2
4. 4.1 Aratati ca abs(a;bj < ;b , pentru orice numere a, be R.

4.2 Un melc se deplaseaza prin primul cadran al unui sistem de coordonate (xOy), pe un grafic
1
de ecuatie y=2"", cu xe (;+).

a) Aratati cd y>1si (log, y)-(log, x)=1;
b) Aratatica x-y=4;
¢) Determinati distanta minimd de la melc pana la originea O a sistemului de coordonate.

Solutie.

A ettt h e bt eh bttt e bt e bt et et e e bt e e b b e eu b e sabe e be e bt e st e eaeebees 2p
4.2.

8) 15 | oooeeeeeeeeee e ee e ee ettt et e Ip
(108, ¥) (1025 X) =1 oo 1p
D) oo 2
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) . -1 -6 2 0 2 3
1. Consideram matricele A = , B= , C= .
SRS N

a) Aratati ci C este inversabild, dupa care calculati C™' si verificati egalitatea A=C™"-B-C;

2" 0
b) Demonstrati cd B" z( 0 3"j ,oricare ar fi ne N*;

c) Calculati A", ne N*.

Solutie.
a)
C eStE INVEISADILA ....oiiiiiiiiiieie et ettt et et e et e e sabe e e sabeesataeentaesaseeesaseesnseeas Ip
c=[? 7 1

I T T T R p
A S CT B C oottt sttt Ip
D) TAUCTIE ..ottt et b e st ettt e bt st s et e bt e saeesbae e Ip
c)
AP S CT B% vC ettt 1p
A" = C7 B -C oottt 1p
FINALIZATE ...ttt et ettt et e et e et e et e e eseeeateembeenaeeaneeenteeneeneas 1p

—\' 2 —
2. Fie a,be R, a>-2. Determinati a si b Incét limx;x—ﬂlb:i.
=l x 4+ 2x-3 16

Solutie.
b#ENa+2 = HMIta INFINTEA ..ottt et 2p

T s S 3p

3
L o G0 e et ————————— 1
16 P
T D = ettt ht e e b ee et te ettt e e be e ettt e b ee e nbeeebeeeenbeeetbeeenteesnteesareas 1p

x*, pentruxe [0; b]
3. Fie a>0,be(0;1) sifunctia f:[0;1] >R, f(x)=
a-x*,pentru xe (b; 1]



a) Ardtatica f arelimitdin x=», daca si numai dacd a-b=1;

-f(b -f(b
b) Calculati L, zlimM si L, zlimM.
W xb o xb

Solutie.

a)

L= D7, L =B oot 1p
Lm0, 0 @ D=1 e e e 2p
b)

Ly =3D7 oot Ip
L, = =00 PENIU @-D <1 oo e Ip
L, =400 PENMIU @D >1 oo 1p
L, =4b” PENIU @D =1 oottt sttt bbbt 1p

4. Fie M,(R) multimea matricelor patratice de ordin doi si cu elemente numere reale. Ardtati ca:
a) det(X+Y)+det(X -Y)=2(det X +detY), oricare ar fi X, Ye M, (R);
b) Daca A, Be M, (R) atunci sau det(A+ B)>det A+det B sau det(A—B)>det A+detB;
¢) Andrei vrea si arate ca la orice alegere de trei matrici A, B,Ce M, (RR) poate alege semne +
sau — astfel incat det(Ax B+ C)2>det A+det B+detC . Aflati dacd acest lucru este posibil.

) 1 2 -3 2 2 -3 . .
Daca da, considerand A= , B= , C= , aflati cum trebuie sa
3 4 1 4 4 -5

aleagd Andrei semnele + si —.

Solutie.

Q) VETITICATE ....eeiueiieiiiiieiie et ettt ettt ettt sttt e e abe e et te et e e eaateese b e e easaeasnseesaseeesnbeesnsseennsaesnnseesnsens 2p
[0 IR LS 6T i Lo 1 (SRR 2p
c) Justificare raspuns afirmatiV ..........cooceeiiiiiiiniinie ittt ettt e 2p

Alegerea semnelor +, — T cazul CONCTEL At .......eovueiiiiiiiiiiiiiieiect et 1p
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1. Considerand inelul (Z,,,;+;), se cere:

a) Ardtati ca 5\3 nu este inversabil;

b) Aratati ca 2/01\ 1 este inversabil si are inversul 6/7\1;

N

¢) Rezolvatiin Z,,, ecuatia 3.x+2010=1

Solutie.
a) 53/2014, deci 5/3 €SLE NEINVETSADIL ..evveiiiiiiiiiieee ettt e e e e e e e ta e e eeeeaens
b)
(2011; 2014) = 1=5 2011 €Ste INVEISADIL oo
JUSficE 2011-671=1, deci 2011 = 671 weovooereeeeseeeseeeseeese s essseessersssees e e eesesers e
¢)
3-x42010=1 5 20112 = 2000 coooeeseeeeeeeeeeeeeeeeeoeooeoeeeeeeeeeeeeeeee oo
X=671-2000 = —671-5=—I341= 673 ovvvvvvoeeeeeeeeoeeooeeeeeesesesessseeeseseseseeeeeee oo sesesesessesseesenenee

2{(, xe[-1; 0]

e
2. Fie functia f:|-1;3| >R, f(x)=
Pl R S0
o] e (0:3)
X

a) Aratati ca f admite primitive;

l—%, xe[-1; 0]

b) Artaticd F:[-1;3] >R, F(x)=42

2x+1-2In(1+1+x)+2In2-2, xe(0;3]

este primitiva functiei f care se anuleazd in x=0;
3
¢) Calculati J.f(x)dx
-1

Solutie.

a)

Justificd £ continud Pe [—15 3] c.uvuuciuiiiicic e
f continud = Primitivabila ........c.coooiiiiiiiiiiiee ettt aae s
b)



Justificd F derivabild pe [—1; 3]\ 0] s Ip

Justificd F derivabild T X =0 ..ccccciiiriiiiiie ettt et st sate e st ee e e eanee s Ip
Constatd F'=f §i F(0)=0, CONCIUZIE ....ccevuerrimiriiriirieieireirieseieitese e seeene Ip
9)

¢ 0 3

jf(x)dszl(x)_ +F2(x)0 ....................................................................................................... Ip
!

FINALZATE ...ttt ettt et ettt et e et e et e et e e e st e eateembe e st e aneeenteenneenseas 1p

3. Pe Z se considera legea de compozitie xoy=xy—5x—-5y+30.
a) Aratati ca legea o este comutativa, asociativa si cu element neutru;
b) Determinati multimea elementelor inversabile din (Z; o);

c) Pe tabla sunt scrise numerele 0, 1, 2, ..., 24. Cei 24 de elevi ai clasei trec pe rand la tabla si aleg

cate 2 numere de pe tabla, le sterg si scriu pe tabla rezultatul compunerii, dupa legea o, a celor
doud numerele alese. Aflati ce numadr va scrie pe tabla ultimul elev.

Solutie.
Q) JUSTTICATE .ottt sttt et ettt e bt e sbbesabe et enbe e s e e saee e 3p
b)
x'=5+ R U Ip
x—
= multimea elementelor inversabile €ste {45 6] ..o 1p
¢) ultimul NUMAT €5te 102030...024 L ittt s 1p
cum 5 este absorbant, ultimul NUMAT ©SE 5 ......eieeiiieiiiiiiiieie ettt eseee e eesaee e Ip
1
4. Fie I, = Jx"exdx, ne N*. Se cere:
0

a) Calculati /,;
b) Arataticd (n+1)I,+1,,, =e, (V)ne N*;

c) Aratati ca /, este numdr rational numai in cazul n=1.

n+l T

Solutie

) ettt ettt e et e et e e b et e a et e bt e e ea bt e e bt e e e b et e bt e ea bt e e b be e et et e ae e e e bt e e ehbe e e bee e ettt eabt e e e bt e e ehbeeebaeeaabeeeas 2p
o) IO TSSO USSR ORI 2p
c)

N=1=1, =1€ Qs Ip



