
OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 16. 02. 2019

Clasa a V � a

PROBLEMA 1. Într-o clas¼a cu 35 de elevi, num¼arul b¼aiȩtilor este cu 2 mai mare decât jum¼atate

din num¼arul fetelor. S¼a se arate c¼a cel pu̧tin patru fete sunt n¼ascute în aceeaşi zi a s¼apt¼amânii şi

cel pu̧tin doi b¼aiȩti sunt n¼ascu̧ti în aceeaşi lun¼a a anului.

PROBLEMA 2.

a) Se consider¼a num¼arul natural abc, cu suma cifrelor egal¼a cu 25. Calcula̧ti suma cifrelor

num¼arului abc+ 1:

b) Pentru un num¼ar natural m; not¼am cu S (m) suma cifrelor sale. Ar¼ata̧ti c¼a exist¼a un num¼ar

natural n; astfel încât S (n)� S (n+ 1) = 2069:

PROBLEMA 3.

a) S¼a se scrie num¼arul 20192019 ca o sum¼a de 2019 numere naturale consecutive.

b) S¼a se scrie num¼arul 20192019 ca o sum¼a de patru p¼atrate perfecte nenule.

PROBLEMA 4. Scriem în ordine cresc¼atoare numerele naturale de patru cifre diferite, care au

suma cifrelor 12. A�a̧ti ce pozi̧tie are num¼arul 2019 în aceast¼a scriere.

1Timpul efectiv de lucru este de 2 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problem¼a se noteaz¼a de la 0 la 7.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 16. 02. 2019

Clasa a VI � a

PROBLEMA 1. Fie numerele naturale nenule a; p şi q. Dac¼a ap+1 este divizibil cu q şi aq+1

este divizibil cu p, demonstra̧ti c¼a numerele p şi q sunt prime între ele şi a � pq � 1
p+ q

:

PROBLEMA 2. La un concurs de matematic¼a, elevii au de rezolvat patru probleme. Pentru

�ecare problem¼a se acord¼a câte un punct din o�ciu. Pe lâng¼a punctele din o�ciu, elevul mai

primeşte puncte astfel: dac¼a rezolv¼a corect prima problem¼a, primeşte înc¼a 3 puncte; dac¼a rezolv¼a

corect a doua problem¼a, primeşte înc¼a 6 puncte; dac¼a rezolv¼a corect a treia problem¼a, primeşte

înc¼a 12 puncte; dac¼a rezolv¼a corect a patra problem¼a, primeşte înc¼a 24 de puncte. Nu se acord¼a

punctaje intermediare pentru rezolv¼ari incomplete. Ar¼ata̧ti c¼a dac¼a doi elevi au acelaşi punctaj,

atunci cei doi elevi au rezolvat corect aceleaşi probleme.

PROBLEMA 3. Pe un cerc sunt instalate 2019 becuri, dintre care 1010 sunt aprinse, iar restul

sunt stinse. Prin faptul c¼a un bec î̧si schimb¼a starea, se îņtelege c¼a cel aprins se stinge şi c¼a cel

stins se aprinde. Prin mutare, se îņtelege c¼a dac¼a cineva atinge un bec, atunci cele dou¼a becuri

vecine becului atins, î̧si schimb¼a starea. Gigel î̧si propune s¼a fac¼a mai multe mut¼ari astfel încât s¼a

�e toate becurile aprinse simultan. A�a̧ti dac¼a poate s¼a fac¼a acest lucru. Justi�ca̧ti!

PROBLEMA 4. Fie unghiul ascu̧tit ^DOE, OM ? OD şi ON ? OE; astfel încât

m(^MON) = 140 �. Determina̧ti m¼asura unghiului ^XOY , dac¼a OX este bisectoarea unghiului

^MOD şi OY este bisectoarea unghiului ^NOE.

1Timpul efectiv de lucru este de 2 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problem¼a se noteaz¼a de la 0 la 7.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 16. 02. 2019

Clasa a VII � a

PROBLEMA 1. S¼a se arate c¼a f
p
1g+ f

p
3g+ f

p
5g+ :::+ f

p
49g < 18; unde fxg reprezint¼a

partea fraçtionar¼a a num¼arului x.

PROBLEMA 2. G¼asi̧ti numerele naturale m şi n pentru care

4n

2m+ 3
=
n� 2
m

:

PROBLEMA 3. Fie M şi N mijloacele laturilor [AD], respectiv [DC] ale rombului ABCD;

BM \ AC = fPg, iar BN \ AC = fTg:
a) Ar¼ata̧ti c¼a MNTP este un trapez isoscel;

b) Dac¼a AN \BD = fGg şi GP ? AB, demonstra̧ti c¼a ABCD este un p¼atrat.

PROBLEMA 4. Pe laturile triunghiului ABC consider¼am punctele M 2 (BC); N 2 (AC) şi

P 2 (AB); astfel încât AM \BN \ CP = fOg: S¼a se arate c¼a MO
MA

+
NO

NB
+
PO

PC
= 1:

1Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problem¼a se noteaz¼a de la 0 la 7.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 16. 02. 2019

Clasa a VIII � a

PROBLEMA 1. Fie ABCDA0B0C 0D0 un cub,M mijlocul muchieiD0C 0 şiDT ?MC; T 2MC:

a) S¼a se arate c¼a DT ? (MBC);

b) Dac¼a distaņta dintre dreptele AD şi BM este a
p
5, determina̧ti lungimea muchiei cubului.

PROBLEMA 2.

a) Demonstra̧ti c¼a
p
xy +

p
yz +

p
zx � x+ y + z; 8 x; y; z > 0:

b) S¼a se a�e maximul expresiei
p
ab+ ac+

p
ab+ bc+

p
ac+ bc; unde a; b; c > 0 şi a+ b+ c =

2019:

PROBLEMA 3. Cei 28 de colegi ai lui Gigel au venit în vizit¼a la el. Gigel are un baton de

ciocolat¼a sub form¼a de paralelipiped dreptunghic, ABCDA0B0C 0D0; cu AB = 5 cm, BC = 3 cm şi

AA0 = 4 cm, pe care doreşte s¼a-l împart¼a cu colegii şi fratele lui, astfel încât �ecare s¼a primeasc¼a

un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile de 1 cm, 1 cm şi 2 cm. Fratele lui �ind mai mic,

se gr¼abeşte şi î̧si m¼anânc¼a poŗtia, înc¼alcând îns¼a regula stabilit¼a de Gigel. Ştiind c¼a fratele lui

m¼anânc¼a dou¼a cubulȩte, �ecare cu muchia de 1 cm, unul cu un vârf în A şi cel¼alalt cu un vârf în

B, a�a̧ti dac¼a Gigel mai poate împ¼aŗti ciocolata dup¼a regula stabilit¼a de el ini̧tial.

PROBLEMA 4.

a) S¼a se demonstreze c¼a restul împ¼aŗtirii unui p¼atrat perfect la 3; nu poate � 2.

b) Fie a =
p
p2 + q2 + r2 + 11 2 Q; unde p; q şi r sunt numere prime, cu p < q < r: S¼a se arate

c¼a p = 2; iar apoi s¼a se determine numerele q şi r.

1Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problem¼a se noteaz¼a de la 0 la 7.
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Clasa a IX � a

PROBLEMA 1. Fie x; y; z > 0 numere reale cu proprietatea
1

x
+
1

y
+
1

z
= 3: S¼a se demonstreze

inegalit¼a̧tile urm¼atoare:

a) x+ y + z � 3;

b) (x+ 1)2 + (y + 1)2 + (z + 1)2 � 12:

PROBLEMA 2. Fie (an)n�1 o progresie aritmetic¼a cu ra̧tia pozitiv¼a r şi primul termen a1 �
1

2
:

Determina̧ti partea întreag¼a a num¼arului

A =

r
1 +

r

a1a2
+

r
1 +

r

a2a3
+ � � �+

r
1 +

r

anan+1
; n � 2:

PROBLEMA 3. Pe laturile triunghiului ABC se consider¼a punctele A1 2 (BC) ; B1 2 (CA)
şi C1 2 (AB) ; astfel încât AA1; BB1 şi CC1 sunt concurente. Cercul circumscris triunghiului
A1B1C1 intersecteaz¼a (a doua oar¼a) BC; CA şi AB; respectiv, în punctele A2; B2 şi C2: Ar¼ata̧ti

c¼a:

a) AC1 � AC2 = AB1 � AB2;

b) dreptele AA2; BB2; CC2 sunt concurente.

PROBLEMA 4. În patrulaterul convex ABCD se noteaz¼a cu G centrul de greutate al

triunghiului BCD şi cu H ortocentrul triunghiului ACD: S¼a se demonstreze c¼a punctele

A;B;G;H reprezint¼a, în aceast¼a ordine, vârfurile unui paralelogram, dac¼a şi numai dac¼a G este

centrul cercului circumscris triunghiului ACD:

1Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problem¼a se noteaz¼a de la 0 la 7.
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Etapa local¼a - 16. 02. 2019

Clasa a X � a

PROBLEMA 1.

a) S¼a se arate c¼a
3

2
< log2 3 <

5

3
:

b) S¼a se determine num¼arul natural n pentru care n < log2 3 + log3 4 + log4 6 + log6 8 < n+ 1:

PROBLEMA 2. Determina̧ti numerele reale a � 1 şi b > 0; pentru care ecua̧tia

3
p
a+ x+ 3

p
a� x = x2 + b+ 1p

x2 + b

are solu̧tii reale.

PROBLEMA 3. Consider¼am familia de funçtii f� : N ! �; f� (n) = cosn� + i sinn�; unde

� 2 R şi � = fz 2 C j jzj = 1g :

a) Demonstra̧ti c¼a f� nu este surjectiv¼a, pentru nicio valoare real¼a a lui �;

b) Demonstra̧ti c¼a oricare ar �m 2 N�; exist¼a � 2 R; astfel încât imaginea funçtiei f� s¼a aib¼a
m elemente;

c) Demonstra̧ti c¼a oricare ar � � 2 R; funçtia f� este sau injectiv¼a sau periodic¼a.

PROBLEMA 4. Consider¼am triunghiul ABC cu vârfurile de a�xe a; b; c; cu jaj = jbj = jcj = R:
În¼aļtimea dus¼a din vârful A intersecteaz¼a cercul circumscris triunghiului în punctul D; de a�x d:

a) Exprima̧ti d în funçtie de a; b; c;

b) Fie mu̧timeaRn =

�
zk = R

�
cos

2k�

n
+ i sin

2k�

n

����� 0 � k � n� 1� ; unde n � 5 este impar
şi �e k; j; l 2 f0; 1; : : : ; n � 1g �xate, dou¼a câte dou¼a distincte, astfel încât a = zk; b = zj;
c = zl: Este posibil ca d s¼a �e element al muļtimii Rn? Justi�ca̧ti r¼aspunsul.

1Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problem¼a se noteaz¼a de la 0 la 7.
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Clasa a XI � a

PROBLEMA 1. Se consider¼a matricele A 2M3(R) şi C = A� At.

a) S¼a se demonstreze c¼a det(C) = 0;

b) S¼a se arate c¼a dac¼a tr(A2) = tr(A � At); atunci C = O3:

PROBLEMA 2. Fie matricele A;B 2M3(R) şi " =
�1 + i

p
3

2
2 C. S¼a se demonstreze c¼a dac¼a

det(A+ "B) 2 R; atunci det(A�B) = det(A)� det(B):

PROBLEMA 3. Fie şirurile (an)n�1 şi (bn)n�1 de�nite prin a1 = 1 şi an+1 =
1 + anp
n+ 1

; n � 1;

respectiv bn = 1 +
1p
2
+

1p
3
+ : : :+

1p
n
:

a) S¼a se demonstreze c¼a lim
n!1

an = 0;

b) S¼a se demonstreze c¼a bn >
p
n; pentru orice n 2 N; n � 2;

c) S¼a se calculeze lim
n!1

a1 + a2 + : : :+ an
bn

:

PROBLEMA 4. S¼a se determine valorile lui a 2 N; pentru care şirul (xn)n�1, de�nit prin

xn = cos
�
�
p
n2 + an+ 1

�
; este convergent.

1Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problem¼a se noteaz¼a de la 0 la 7.
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Clasa a XII � a

PROBLEMA 1. Se consider¼a funçtia f :
�
0;
�

2

�
! R; de�nit¼a prin f (x) = ln (sin x) şi F o

primitiv¼a a sa. S¼a se arate c¼a exist¼a şi este �nit¼a limita lim
x!0
x>0

F (x) :

PROBLEMA 2. Se consider¼a muļtimea G = (�1; 1) şi opera̧tia x � y = x+ y

1 + xy
. S¼a se arate c¼a

(G; �) este un grup comutativ şi s¼a se calculeze limita şirului (xn)n�1 ; unde xn = x � x � ::: � x| {z }
de n ori

;

x 2 G:

PROBLEMA 3. FieH1 şi H2 dou¼a p¼aŗti stabile �nite a lui C� în raport cu opera̧tia de înmuļtire,

având m; respectiv n elemente. S¼a se arate c¼a dac¼a (m;n) = 1; atunci H1 \H2 = f1g:

PROBLEMA 4. S¼a se arate c¼a dac¼a f : R ! R este o funçtie neconstant¼a şi periodic¼a, far¼a

perioad¼a principal¼a, atunci aceasta nu admite primitive şi nu este integrabil¼a pe niciun interval

[a; b] � R.

1Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problem¼a se noteaz¼a de la 0 la 7.


